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Principe

e Soity=f (x |Q) une relation fonctionnelle entre les variables y et x
a k paramétres 6=(9,,6,,...,6,) inconnus,

e Soient 9, les vraies valeurs de 6 a estimer

e Soity. la mesure dey en x.

e Laf.d.p.dey, estune N (f (x;16,) ,cf)
ou I'écart type o, (erreur de mesure) est connu
e Soit une serie de n > k mesuresy = (yl, Vo reoes yn)

effectuées en x = (X, X, ,..., X, )

Estimation é de O: valeurs de 6 qui minimise

2
— f(x |0
XZ(Q)=Z(yI (;('l_)) étant donnés y

n
1=1 Gi
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L (yi — 1E(Xi |Q))2

X?(8)= étant donnés y et o

1 G;

Somme des carreés des ecarts entre le point mesure y et le point espéré f (5 | Q)
a 0 donné dans I'espace a n dimensions en utilisant ¢ comme unité de mesure.

Ecart minimum = 06

Exemple

Mouvement uniformément accéleré
a 2
X=X, +V,t+ T

mesures Xx. effectuées a n > 3 instants t. avec une précision o,
estimer x,,v, eta et leurs erreurs
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Exemple : Mise en histogramme (ou mise en classes)

-3 )

i—1 np; (Q)
n; = nombre observé d'événements dans la boite i =[ X; < x < X, ]
N
n=>yn,
i=1
Xi+1

p. (8) = j f(x]8)dx

X

Choix des classes

Contraintes contradictoires:

binomiale — Poisson = p; petits = beaucoup de classes
Poisson — gaussienne = n. grands = beaucoup de mesures par classe
beaucoup de mesures par classe = perte d’information

Deux méthodes:
classes de largeurs égales : arithmeétique est plus simple
classes de contenus égaux: n, grands (20-25) sans perte d’information
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Classes de largeurs égales

5 classes telles que n, > 25 Vi=15
n, =650 = perte importante d'information

Classes de contenus égaux

40 classes telles que n, = 25 Vi =15
perte d'information minimale



Equivalence entre Moindres Carrés et Maximum de Vraisemblance
a | approximation gaussienne des grands échantillons

Approximation gaussienne:

1(vi-f(x18))°

E(Q) zlj./zic? ot

log L(0) =—%§nl‘,(y' - fcgzxi 19) +Cste
0g L (6) %Z(v — 1))
X*(0)= U fézx 10))

-2log L (8) = X?(6)

Méthode asymptotiquement efficace et consistante
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|Détermination d'un domaine de confiance au niveau de confiance o

—2log £ (8) = X*(8)

Maximum de vraisemblance:
2

intersection de log £(8) avec hyperplan paralléle 3(8) a % en dessous de Max(log E(Q))

Moindres carrés:

intersection de X*(8) avec hyperplan paralléle a(8) ar; au dessus de Min(X2 (Q))

r2

r, tel que | x7(r*)dr’=a ou
‘O
r

r_ tel que % N(0,1)dx=asik=1

_ra
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Résolution analytique du modele linéaire

L
e Soity = Za, (x) 0, une relation fonctionnelle entre les variables y et x
=1

dépendant linéairement de L paramétres 8 =(6,,0,,...,0, ) inconnus,
e Soient 0, les vraies valeurs de 0 a estimer

e Soit N mesuresy, *+ o, indépendantesdeyenx ,n=1N

n

avec a,, =4, (x,)

XZ(@)=i(y”_Za'(x”)e' jz(y_%a i j
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Exemples

e polynbme de degré L -1

X2(e)=i[yn )

2
n=1 Gn

-1
n

avec a, (x,)=a, =X

e développement en série de Fourier
représentation d'une fonction périodique de fréquence f dans une base de fonction
exponentielles complexes orthogonales

x2(e)=i(y” -Ze o)

n=1 o)

i2ns X,

: avec , (x,)=a,, =¢e

n
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|Recherche du minimum

=)

Xz(g)zé '=;2 aveca, =4, (x,)
X*(0)=(y~A0) V7 (y-A0)
a,, -+ a Gi
A=| i i et V=
any an,
XZ
oX°(8) _ —2A'V™ (X_ AG) =2A'V7y+2A'VTA0=0
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|Calcul derreur

0=(AVIA) ATV y = f(y)

o33

T

((ATV “A)T ATV )v ((ATV “A)T ATV -1)

v (8) (AV=A)T =c™

Généralisation: mesures corrélées

Methode valable si corrélations entre lesy,

V =
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Exemple: ajustement d’une droite (L=2) par N points

X?(a,b) = z(y“ %, ~b)
6X2 N, X

Zl_z( n_axn_b)=0
6X2 31

21:—2( n—aXn—b)=0

B

sqm‘ =

12



Exemple: fonction oscillante superposition de 10 sinusoides de fréquences connues

o f (X|QO)=§Sin(G),X) o)

ey to ,i=1,N=50:

L

mesures de f (x) en 50 points

@

00

D>

(9

1.0
2.0
3.0
4.0
5.0
6.0
7.0
8.0
9.0
10.0

0.040
0.182
0.026
0.123
0.041
0.116
0.174
0.032
0.158
0.107

0.034
0.175
0.028
0.126
0.028
0.130
0.178
0.037
0.149
0.116

0.010
0.010
0.010
0.009
0.010
0.010
0.009
0.010
0.009
0.010

10

© 0.8

0.8

0.4

0.2
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f(%)

------------------ f(x|6°
— f((xﬁﬁ))
Jr yi 0
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Généralisation: le modéle non linéaire avec contraintes

Systeme a M = N + L variables, dont
e N variables mesurables ~ m=(n,,n,,...,Ny)
estimations (mesures)  n=(7M,,M,....Ny ) etV; la matrice de covariance

e L variables non mesurables 8 =(60,,0,,...,0,)

e K > L équations de contrainte entre lesM = N + L variables f (H’Q) =0

Utiliser les mesures et leurs erreurs et les contraintes pour:
- réestimer les N variables mesurables : n plus précises que n

- estimer les L variables non-mesurables 0
- calculer la matrice des variances et covariances sur les M=N+L variables

Chapitre IX 14




Exemple
Analyse cinématique de la réaction | corps — F corps
| =1 : desintégration
| =2 : interation
Nombre total de variables cinématiques: M = ( I+ F)x 4

quadri-vecteurs (Ei ,Ej),j =1,M
ou (p;.0;.4;.E;).j=1,M

K = 4 équations de contrainte non lineaires: conservation de I'énergie-impulsion

| F
D p, sin6, cosd, — > p, sin@, cos¢, =0
i=1 f=1

| F
D p, sin®, sing; =D p; sin0, sing, =0
i=1 f=1

Si le nombre de variables non mesurables
L > K : systeme indétermine
L = K : systeme soluble
L < K : systeme ajustable par la méthode des moindres carrés

Chapitre IX
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Methode des multiplicateurs de Lagrange

Les nouvelles estimations ﬁ de n minimisent X* = (ﬁ - H)T Vv, (ﬁ - n)

()

tout en vérifiant le systeme de K equations f (n,g) =0

Ce systeme est remplacé par la minimisation de la combinaison linéaire

<=1 (Ao + 2 E (1) @)

avec K nouveaux parametres inconnus: multiplicateurs de Lagrange A
Minimisation de X '?:

X" : |
o =-2V;*(n-n)+2fa=0 (3)
aX_’2 N + K + L équations normales
~ =2fA=0 (4)r aN+K+Linconnues
- n.0.A
OX "2 B
o =21 =0 (5)

r

of _ - |
( f, )kn = —< matrice K x N des dérivées des contraintes par les 1

on,
of . e :
( fe)m = ﬁ matrice K x L des dérivéees des contraintes par les 6

L |

avec A«

Chapitre IX
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Recherche des estimations par iteration

Développement en série de f ) = f (H(V”) ,Q(V”)) a I'itération v + 1

f (n(v) ,Q(V)) a l'itération v

autour de f (v)

o (v+) o (V)T (v+1) _ N
Vi (H H) +hTATT =0 () N + K + L équations normales
fOT ) =0 (4')¢ aN + K + L inconnues
FOD=F0) 4 10 (1) ) 450 () ~ ) (5') 1,8,

inconnues : T](v+1) ’Q(v+l) ’L(v+1)

valeurs de départ, itération O :

n®

Q(O) : résolution d'un sous-ensemble de L parmi les K équations de contrainte

A0 =1 vk =1,K

| 3>
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Résolution du processus itératif

e extraire n(””) en fonction de A" de (3')

(v+1)

e remplacer n**” par sa fonction en A dans (5')

e extraire A" en fonction de 6" de (5')

e remplacer """ dans (4') pour obtenir 6"

v+1)

e utiliser la relation entre &(””) et Q( pour obtenir L(””)

e obtenir n"™" en fonction de """ de (5') modifié

3

o) = g {1 fMT S \ S =( fn(v)\/f1 fn(V)T) matrice K x K

A =5t r— £ (Q(V”) —Q(V))) . avec H =( fT g fe(v)) matrice Lx L

N =q -V, 0T r=f04 (ﬁ - n(v)) vecteur K

J

Vv
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Arrét du processus itératif

(v+1)

(va) (7) si

|l
)

EREEY
I
| =
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Calcul de la matrice des variances/covariances

Relations (7) :
n=g()
0=

(%)

et donc, a I'approximation linéaire:

N

(lN (G- FH‘lFT)Vﬁ)

r avec -

J
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Niveau de confiance

Les méthodes d’estimation (maximum de vraisemblance, moindres carreés) sont

des algorithmes qui permettent de determiner les meilleures valeurs des parametres
d’un modele étant donné les mesures. Elles ne garantissent pas que le modele est en
adéquation avec les données. Elles peuvent étre utilisées pour calculer « la meilleure
exponentielle décroissante » en accord avec un échantillon issu d’une distribution

normale...

L’adéquation entre modele et données est vérifié apres estimation par un test
d’hypothese ou, de maniere équivalente, par le calcul d’un niveau de confiance,
suivant la méthode en y? de Pearson. La statistique X2 de Pearson est distribuée
suivant une 2, Si N mesures et le modéle est compléetement spécifie.

Que devient le nombre de degrés de liberté si L parametres 6,...0, définissant le
modele sont estimés a partir des mesures?

On montre que, pour N mesures et L parametres estimes a partir des mesures:
-par moindres carrés : nombre de degrés de liberté = N-1- L
-par maximum de vraisemblance : nombre de degrés de liberté indéterminé entre

N-1- L et N-1.
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