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V - Distributions d’échantillons

PHYS-F-301 G. Wilquet




Les distributions d'echantillons :

- normale ou gaussienne,

- chi-carré, ;(2,
- Student ,
- Fisher

s'appliquent excatement a des variables aléatoires construites a partir de statistiques
(%,52,52)

d'échantillons de variables aléatoires indépendantes
X=|X;,Xn,..., X | distribuées
= ( 1'72 n )

suivant des distributions gaussiennes

N(,ui ,0'i2 ).

Elles s'appliquent asymptotiquement a la limite des grands échantillons
aux autres distributions de variables aléatoires au travers du Théoreme
Central Limite
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Distribution normale - Théoreme Central Limite

Soit X = (X, , X, ,..., X, ) des variables aléatoires indépendantes issues de fdp

de moyennes (4 , iy ,... [, )
et de variances (o7 ,0;,...,0°)

n

SoitX=ixi = ,uxzz u et ok = ZO‘
i=1 i

Théoréme Central Limite:

n n n
Sin—o, X=3% X estdistribué suivant une normale N | > 14, o7
- = R

La distribution d'une mesure complexe résultant d'un grand nombre de mesures élémentaires
est distribuée normalement autour de la vraie valeur avec une variance égale a la somme des variances
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Si x issus de la méme fdp de moyenne x et de variance o

) o X - 14 L : o
Sin— oo, x_ﬁ_ﬁ; X; est distribué suivant une normale N [”T]

La moyenne d'un grand échantillon de taille n est distribuée normalement autour de la vraie valeur avec

une variance n fois plus petite que la variance de la population.

Ou encore

i X~ H ot distribué sui N (0,1
Si n—>oo,a/mestd|str|bue suivant une (0, )
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Theoreme Central Limite: exemple

_ F(X)=x—2
0.95 |- F( X)
=298
02 o’ =1.43%=2.04
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Extraction (par simulation) de

10000 echantillons de 25 événements
10000 echantillons de 100 événements
10000 échantillons de 2500 événements
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Distributions des moyennes des 10000 echantillons des 3 tailles
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Théoreme Central Limite: moyennes des distributions de 10000 échantillons
de 1, 2, 3, 6, 10, 50 évenements
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f(x): distribution
uniforme sur [0,0.25]
et [0.75,1]



Théoreme Central Limite: moyennes des distributions de 10000 échantillons
de 1, 2, 3, 12 evénements

Construction d’un générateur de nombres
aléatoires distribués suivant une N(0,1) a partir
i | d’ungénérateur de nombres distribués suivant
3 & " | une fdp uniforme sur [0,1]

140 F
120 F

100 | N (0,1)Soient n nombres aléatoires & ,&, ,...&,

80 [} tirés suivant une fdp uniforme sur [0,1]

eo - f(x): distributio f(x)=1
.« 1 uniforme sur [0 1
i H=
20 f n=1 12
i 2
QO T TN N AR N MO O N ST A A MV 2 _ _ 1 - 1
5 0.25 0.5 DTS % =1 o = _!;(X A) dx = AZ
- f e 350 — Mo BATIGE0 N
i 500 F soit X = Zfi
200 b o1

250 |

150 | 200 |

lim,_, : X est distribué suivant une N (D ,ﬂj
B 150 - 2 12
100 | -

n
X_i
2
n
12

12
sin=12:z=>)& -6 estdistibué ~ suivant N (0,1)
. i=1
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est distribué suivant N (O,l)

sur l'intervalle [-6 <z< 6?




Erreur Standard et Niveau de Confiance

La somme de variables aléatoires indépendantes est approximativement

distribuée suivant un distribution normale:
Erreur statistique sur des mesures complexes resultant de mesures élémentaires

indépendantes est approximativement normale.

Exemple simple:

L'erreur sur la mesure de la longueur d'une feuille de papier mesurée a I'aide
d'une latte de 30 cm graduée au mm est typiguement de 0.5 mm. Un grand nombre
de mesures répétées par des observateurs différents prendront deux, voire au plus
trois valeurs, sauf faute de lecture.

Les mesures répétées de la longueur d'une piece de 6 m par reports successifs
de la latte auront une distribution approximativement gaussienne centrée sur la

vraie valeur, avec un écart type de I'ordre o, ~+/20 o ou o est de I'ordre de 0.5 a
1 mm suivant le soin apporte a la mesure : o, ~ 2.2-4.5mm.
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Notation de I’erreur de mesure

Si I'erreur de mesure est gaussienne d'écart type o, la probabilié est de a = 68.3% pour que la
valeur mesurée x soit dans l'intervalle [xO -0, X, + 0'] si X,est la vraie valeur, de 99% pour que

X soit mesuré dans [x, —2.576 o, X, +2.576 o] , ...

La notation | X £ AX| du résultat d'une mesure sous entend une probabilité de |68.3%

méme si I'erreur de mesure n'est pas gaussienne. Si lI'erreur est gaussienne, o=Ax.

Si on désire donner un intervalle de valeur correspondant a une probabilité a différente de 68.3%,
dans le cas d'une erreur non gaussienne, on écrira

X+ AX ou X*,*au niveau de confiance de % (a% C.L.)

n P(u—n o< X< u+nh o)
1 0.683
1.645 0.900
1.960 0.950
2 0.955
2.576 0.990
3 0.997
3.29 0.999
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Propagation des erreurs de mesure

Soit une variable y accessible a la mesure au travers des variables directement

mesurables x = (X, ,X, ..., X, ) par la relationy = y(x),

Soit Y, et X, = (X0, X, 01-.- 1 Xy 0 ) l€S vrraies valeurs,
Soient X les valeurs des mesures,
Soit o, I'erreur de mesure gaussienne sur X,

Développement en série de Taylor au premier ordre

ORMESIDNCEER s IR W 7y

X, Inconnu est approxime par sa mesure X

| Oy
~ axi !

I
I
1)

, k >1 négligeables

=Xo
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+Cste = |o?= [ﬂ

Exemple:tg@ =y / x

1
Cyo = y\/oﬁ +1g9°0 o’

1
o, =——0
° 1+tg?0 °°
1
o, =—— o+t 00‘
¢ 1+tg¢9y\/ :

11



Cas genéral de propagation des erreurs de mesures entres variables
non indépendantes vers une seule variable

Zz X aX- O'Xij rappel : o =o

Cas genéral de propagation des erreurs de mesures de variables
non indépendantes vers plusieurs variables

Soit m variablesy = (y1 Yo ym) accessibles a la mesure au travers des n variables

directement mesurables X = (x1 Xy e ,xn) par lesm relationsy = y( x),

Zzayk 2% o, k,]=1,m

Iljl X=X J |y

[><)
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Les statistiques X et S?, et X et s* d'échantillons extraits de distributions normales
sont des variables aléatoires indéependantes.

G2 Principe de la demonstration:

A 2 52) = o(%) o(S?
mE L nhs - On montre que ¢(X,S )— ¢(x)¢(S )
el R 6(%.5°) = o(x)9(s’)

Lk

voe | R Démonstration par I'exemple:

sl ST PO DU PUUE DU DT DU 10 000 échantillons de 625 valeurs tirées
2 —-2.15 =1 —i0.05 o 0.05 2.1 0.15 0,2)? .

Stas suivant une N (0.,1.)

1-05 ] Pas de corrélation entre les

095 H T Q2 T o2
Ny 10 000 paires de valeurs (x,S ) ou (x,s )
OD?:—O_I% - I—Elll lI - LOIEIEIE — é — IO:]EI - IG‘l'lI - IO |15I - IO awa
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Distribution y?

Soient n variables indépendantes x =(Xx,,...,X,) distribuées suivant des N (4 ,07)

X — M. : .y L :
i ~#i |es variables standardisées correspondantes distribuées suivant des N (O 1)

O;

ety, =

2
) e t distribuée suivant une f.d.p. %2 a n degrés de libert
Zn —Z 0_2 —;yi es IStripuee suivant une 1.4.p. Zn a egres de Ilpertes

- mesure le carré de la distance entre x et son esperance mathématique u

n
dans I'espace a n dimensions en utilisant & comme unité de mesure.

Fonction de densité de probabilité:
Démonstration pour n=2

1 n/2-1

f Zz = n ZZ e Zn/z . . _ |_,ui y1=ZCOS¢

( n) 5 /ZF(n/Z)( 2n) changements de variables: v, - y, = zsing
u=n 7520 (1.4) = 1 %yz 1 —%y% cosg —ysing
o’ =2n z \/_ \/_ 7C0sg  sing

=fdp gamma(ea = 2 T 1
%, =Tdp gamma(a =1 .5 =2) ()= 1z )8 = 1(2')=5-1(2)
Chapitre\9 14
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Conditions : les mesures sont indépendantes et non biaisées,
les erreurs sont correctement estimées,
le modeéle est correct.

Exemples de distributions en y?

e E expériences mesurent P parametres d'un modele théorique.
Soitx, + o, la mesure obtenue pour le parametre p par I'expérience e

pe =

Soit 2, la prédiction du modele.

2
e ,u L. i
Les E variables X ? —Z( i p) e =1, E caractérisant les fluctuations
p=1 (o)

pe
statistiques des mesures des P parametres autour de leurs prédictions, obtenues

par chacune des expériences, seront distribuées suivant une y;

2
E X e —H , . .
Les P variables X :Z( —— p) .p=1,P caractérisant les fluctuations
j=1 O pe
statistiques de I'ensemble des E mesures d'un parametre autour de sa prédiction,

seront distribuées suivant une y;?
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Si aucun modele ne predit 4

_ 1l .
X, = —Z X,. sont les moyennes des E mesures des parametres p =1,P

e=1
N2
(Xpe B Xp)

2
pe

statistiques de I'ensemble des E mesures d'un parametre autour de leur moyenne,

,p=1,P caractérisant les fluctuations

E
Les P variables X :Z
- O

seront distribuées suivant une y; , .
Le nombre de degrés de liberté est E — 1. Un degré est perdu parcequ'une partie
de I'information est utilisee dans I'estimation de x, par X . La déemonstration exacte

est similaire a celle de la définition de I'estimateur non biaisé s* de o°.
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Statistiques distribuées suivant une y?

e Soient (X, ..., X, ) indépendantes et extraites d*une N (y,az)

2
n X _ ] ] ) n
Z( ' 'u] est distribuée comme une g, et S* = lZ(xi ~p)
o N =1

2

S o
= |n—est distribuée comme une ;(E,
(02

o}

2

S e

= |(n—1)=;est distribuée comme une g,
(02

Chapitre V

—\2
0, (X, — X L 1 ¥ -
Z( ' ] est distribuée comme une g, , ets® = —1Z(xi -x)’
n_ i=1
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Distribution t de Student

e Soient - x distribuée suivant un N (0,1)

- u distribuée suivant une y’
- X et u indépendantes

t, = ﬁ est distribuée suivant une Student a n degrés de liberté
Fonction de densité de probabilité: Démonstration:
F(M] _ t=
f(L)= 2 1 changement de variables: <
( n) B n n+l
Janr (5 () =
0 f(t,z)=f(x,u)[I|=f(x)f(u)|I|=
IL[ =
> 1 V21 2 | g
0'2=nT23in>2 ”e 2”/2F(n/2)(u) e[|

o0

Chapitre V f (t) - _[ f (t,Z)dZ
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|Cas limite: n = o
lim_,., f(t,)=N(0,1)
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Statistiques distribuées suivant une Student

e Soient (X, ..., X,) indépendantes et extraites d'une N (x,07)

I R LS B PR
X_néxi’s _né(xi H) s —n—lizl(xi X)

X - u

o/</n

S o
n—est distribuée comme une y;
(o)

distribué suivant une N (0,1)

2

S - - 7
(n — 1)—2est distribuée comme une x>,
o)

est distribué suivant une t,, de Student a n degrés de liberté

| X—p
|S/Vn

Meéme si la variance o de la distribution n'est pas connue et la taille n de I'échantillon
est petite, la distribution de la moyenne X d'échantillons autour de la moyenne

p = E[X] de la population est connue exactement.
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est distribué suivant unet_ , Studenta (n—1) degrés de liberté

[X—u
|s/vn

lim ., s*,S°=¢" = lim,,.. f(t,)=N(0,1)
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Distribution de Cauchy ou t, de Student - Distribution de Breit-Wigner

Distribution de Cauchy ou t, de Student

1
f(t,)=———
( 1) 7[(1+ tf)
0.35 ® o non défini |
0 _[ t; f(t,)dt, =00 = Jle théoréme central limite ne s'applique pas!
0z - largeur a mi-hauteur (FWHM) : 2
o f Distribution de Breit-Wigner
O‘DZE||||I||||I|\||I||||I\|||I||||I||||I||\|I||||I|\|| ﬁ . . . R
R t s I’ = —=largeur intrinseque de la masse d'une particule,
o ¢ 1 ‘
s b f (m) d'une particule instable de spin 0 et de vie moyenne =
025 £ (processus poissonien — loi de désintégration exponentielle)
015 — ? Interaction faible (r ~10° -107" s) ;
005 ;// I" << résolution expérimentale
%00 éstlldl 7c|10 | Iflaclndl Iécljd I I‘II0|DIDI I1I1|olol I1I2|0|0| ‘1I3|0|o| I1I4|0|0‘ 3500 . 6.6- 10—22 MeVs
M Interaction forte (2' ~ 10'233) I~ 07 ~100MeV
S
changement de variablem=m, +t, 77/2
T2 1

I"'=largeur a mi hauteur

f(m)

7 (m=my) +(r/2)
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Distribution F de Fisher-Snedecor

e Soient - u, ,u, distribuées suivant des g, , 7,
- U, et u, indépendantes

— ul/nl

o u2/n2

Fonction de densité de probabilité:

est distribuée suivant une Fisher a n,,n, degrés de liberté

F(nl+n2] N
() ran()
r|—=|r|—=|\" : .
( 2) ( 2 ) Démonstration:
Moy F = ul/nl
For changement de variables: u,/n
11 2 2
1
[1+nanln2 f(F,2)=f(u,u,)P|=f(u)f(v)]9|=
p=—"2_gin,>2 f(F)=[f(F.z)dz
n, — 0
2
o’ = 2N, (nl +2n2 _2) sin, >4 | Chapitre V 24
n, (n, —2) (n, -4)




Statistiques distribuées suivant une F

e Soient (X, ..., X, ) indépendantes et extraites d'une N (,ux ,02)

X

et (Y;,---, Yy ) indépendantes et extraites d'une N (,uy ,05)

S, /0%
S /oy
5. /0%

sy/9

est distribué suivant une F__

est distribue suivantune F .,
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e role central de la distribution normale

Binomiale(n, p)

4=np

o’ =np(1-p)

Chi-carré y°
pu=n

o’ =2n

N— .
Poisson ()
p—>0
npo>u |H
o’ =u
\Hoo
N — oo N — oo
» |[Normale| -
1n—>oo

Théoréme Central Limite
— x indépendantes, f, (14,07

Xzzn:xi
i=1

_ x indépendantes, f ( y,o-zj

13 , O
X==2% =pu=pu Oy =—
n < n

Student t_
#=0

:>/Jx:z/ui O_>2<:Z i
= .

Chapitre V
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