
02/10/2006 PHYS-F-301 G. Wilquet 1

V - Distributions d’échantillons
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s'appliquent excatement à  des variables aléatoires construites à partir de statistiques

 
d'éch

2 2( , ) 

- normale ou gaussienne , 
2- chi-carré, ,

- Student , 
- Fisher

Les distributions d'echantillons :

x,s S

χ

( )
antillons de  variables aléatoires indépendantes 

 distribuées 

suivant des distributions gaussiennes 

Elles s'appliquent asymptotiquement à la limite des grands échantillons
aux au
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tres distributions de variables aléatoires au travers du Théorème
Central Limite
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Distribution normale - Théorème Central Limite 

1 2

1 2

2 2 2
1 2

2 2

1 1 1

Soit (  des variables aléatoires indépendantes issues de fdp 
de moyennes 

et de variances 

Soit                   et  

Théorème Ce

n

n

n

n n n

i X i X i
i i i

x x , x , , x )
( , , , )

( , , ..., )

X x
= = =

=

…

= ⇒ = =∑ ∑ ∑

…
μ μ μ

σ σ σ

μ μ σ σ

2

1 1 1

ntral Limite: 

La distribution d'une mesure complexe résultant d'un grand nombre de mesures élémentaires
est distribuée nor

 Si    est distribué suivant une normale 
n n n

i i i
i i i

Xn , x N ,
= = =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=→ ∞ ∑ ∑ ∑μ σ

malement autour de la vraie valeur avec une variance égale à la somme des variances
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Théorème Central Limite: exemple
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Extraction (par simulation) de
10000 échantillons de 25 événements
10000 échantillons de 100 événements
10000 échantillons de 2500 événements

3 exemples d’échantillons des 3 tailles 
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Distributions des moyennes des 10000 échantillons des 3 tailles
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Théorème Central Limite: moyennes des distributions de 10000 échantillons
de 1, 2, 3, 6, 10, 50 événements

n=1 n=2

n=3 n=6

n=10 n=50

xx

xx

xx x=

f(x): distribution 
uniforme sur [0,0.25]
et [0.75,1]
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Théorème Central Limite: moyennes des distributions de 10000 échantillons
de 1, 2, 3, 12 événements
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uniforme sur [0,1]
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Construction d’un générateur de nombres 
aléatoires distribués suivant une N(0,1) à partir 
d’un générateur de nombres distribués suivant 
une fdp uniforme sur [0,1]
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Erreur Standard et Niveau de Confiance

La somme de variables aléatoires indépendantes est approximativement
distribuée suivant un distribution normale: 
Erreur statistique sur des mesures complexes résultant de mesures élémentaires 
indépendantes est approximativement normale.

Exemple simple:

L'erreur sur la mesure de la longueur d'une feuille de papier mesurée à l'aide 
d'une latte de 30  graduée au mm est typiquement de 0.5 . Un grand nombre
de mesures répétées par des observateurs dif

cm mm
férents prendront deux, voire au plus 

trois valeurs, sauf faute de lecture.

Les mesures répétées de la longueur d'une pièce de 6 m par reports successifs 
de la latte auront une distribution approximativement gaussienne centrée sur la 

vraie valeur, avec un écart type de l'ordre 20   où  est de l'ordre de 0.5 à

1 mm suivant le soin apporté à la mesure : 2 2 4 5
p

p . . mm.

σ σ σ

σ

≈
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n P( μ− n σ < x < μ+ n σ)
1 0.683

1.645 0.900
1.960 0.950

2 0.955
2.576 0.990

3 0.997
3.29 0.999

[ ]0 0 0

Si l'erreur de mesure est gaussienne d'écart type ,  la probabilié est de 68.3% pour que la
valeur mesurée  soit dans l'intervalle   si est la vraie valeur  de 99% pour que

 soit mesuré 
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La notation  
même si l'erreur de mesure n'est pas ga

d
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 du résultat d'une mesure sous entend une probabilité de 68.3%
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ire donner un intervalle de valeur correspondant à une  probabilité  différente de 68.3%, 
dans le cas d'une erreur non gaussienne, on écrira 

 ou au niveau de confiance de %  ( % C.L.)x
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Notation de l’erreur de mesure
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Propagation des erreurs de mesure
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Cas général de propagation des erreurs de mesures entres variables
non indépendantes vers une seule variable
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x

x

2S

2s

2 2Les statistiques  et , et  et  d'échantillons extraits de distributions normales
sont des variables aléatoires indépendantes.

x S x s

( ) ( ) ( )
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Principe de la démonstration:

On montre que 

                          

Démonstration par l'exemple:
10 000 échantillons de 625 valeurs tirées 
suivant une 0 1

Pas de corrélation en

x , S x S

x , s x s

N ., .

φ = φ φ

φ = φ φ
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10 000 paires de valeurs  ou  x , S x , s
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Distribution χ2
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pe pe
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E P
x p e

  expériences mesurent  paramètres d'un modèle théorique.
Soit  la mesure obtenue pour le paramètre  par l'expérience  

Soit  la prédiction du modèle.

σ

μ

•
±

Exemples de distributions en χ2 Conditions : les mesures sont indépendantes et non biaisées,
les erreurs sont correctement estimées,
le modèle est correct.  
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Les  variables  caractérisant les fluctuations 
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Statistiques distribuées suivant une χ2
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Distribution t de Student
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Statistiques distribuées suivant une Student
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Meme si la variance  de la distribution n'est pas connue et la taille  de l'échantillon
est petite, la distributi

 est distribué suivant une  de Student à  degrés de liberté

n

n

x
n

Sn

n
ˆ n

nx t
S n

−

−
−

χ

μ
σ

σ

σ

μ

[ ]
on de la moyenne  d'échantillons autour de la moyenne 

 de la population est connue exactement.
x

E x=μ



Chapitre V 22

( )
( )

( )

( ) ( )

2

2

2 2 2

1=

1

1

, =                                0 1

 est distribué suivant une  Student à 1  degrés de liberté

n n n

n

x
n

sn

n

lim s S lim f t N ,

nx t
s n

μ
σ

σ

σ

μ

→∞ →∞

−

−

−

−

⇔ =

−−



Chapitre V 23

Distribution de Cauchy ou t1 de Student - Distribution de Breit-Wigner

=largeur intrinsèque de la masse  d'une particule,  

d'une particule instable de spin 0 et de vie moyenne  
(processus poissonien  loi 

Distribution de Breit-Wigner
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Distribution F de Fisher-Snedecor
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Statistiques distribuées suivant une F

( ) ( )
( ) ( )

2
1

2
1

2 2

2 2

2 2

2 2

 Soient  indépendantes et extraites d'une 

          et  indépendantes et extraites d'une 

 est distribué suivant une 

 est distribué suivant une 

n x x

m y y

x x
nm

y y

x x

y y

x , , x N ,

y , , y N ,

S
F

S

s
F

s

μ σ

μ σ

σ
σ

σ
σ

• …

…

1 1( n )( m )− −



Chapitre V 26

( )

( )2

Binomiale ,

1

n p
np
np p

=

= −

μ

σ

( )

2

Poisson

=

μ
μ

σ μ

Normale
2

2

Chi-carré

2

n

n
n

=

=

χ
μ

σ
2

Student 
0

2

nt

n
n

=

=
−

μ

σ

0
n
p
np μ

→ ∞
→
→

μ → ∞

n → ∞ n → ∞

( )

( )

2

2 2

1 1 1
2

2
2

1

Théorème Central Limite
 indépendantes, ,  

 indépendantes, ,
1

i i i
n n n

i X i X i
i i i

n

i x x
i

x f

X x

x f

x x
n n

= = =

=

−

= ⇒ = =

−

= ⇒ = =

∑ ∑ ∑

∑

μ σ

μ μ σ σ

μ σ
σμ μ σ

n → ∞
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