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Voorwoord

Deze inleidende cursus ’Statistiek voor fysici’ is nieuwdeadingsonderdeel dat voor het
eerst werd gedoceerd tijdens het academiejaar 2006-200derigedoeling de studenten
enkele belangrijke concepten eigen te maken, die nodigaijde experimentele gegevens te
analyseren bij de proeven behorende bij bijvoorbeeld deusuiMeten en experimenteren’.
Ook komen sommige concepten terug in de studie van de kwanéasimanica en de statis-
tische fysica in de hogere jaren van jullie studies.

Het eerste gebruik van de waarschijnlijkheidsleer dooraiese wiskundigen Blaise Pas-
cal (1623-1662) en Pierre de Fermat (1601-1665) dateededT* eeuw en begon met het
numeriek begrijpen en voorspellen van eenvoudige kanmspéalele anderen hebben deze
bevindingen in een wiskundig kader geplaatst zoals we desshgnlijkheidsleer of kans-
rekening tot op heden formuleren en in ons dagelijks levémugken. Welk weer wordt het
morgen ? Wat is de kans dat mijn ziekte geneest met deze nigelandeling ? Wie wint
er de Tour de France volgend jaar onder voorwaarde dat mendggeéng gebruikt ? Wat is
de slaagkans in de eerste Bachelor Natuurkunde ?

De tak van de wetenschap die men als Statistiek beschnjitabde studie van methoden
en technieken om via experimentele metingen informatieteamelen over de waarschijn-
lijkheid dat een fysische grootheid een zekere waarde aanmneDe Statistiek gaat uit van
een verzameling metingen die de wetten van de waarsckieiiisleer volgen.

In deze cursus stappen we af van de gebruikelijke veroreliémgt dat we een met-
ing oneindig veel keer kunnen herhalen, zoals vaak doorumdigen wordt aangenomen.
Realistischer dan deze asymptotische eigenschappenrhdbligsici meestal te maken met
een eindige set van experimentele metingen.

De eerste zes hoofdstukken behandelen de theorie van dechgalijkheid die enkele
essentiéle elementen introduceert om een statistischekléng van experimentele gegevens
mogelijk te maken. Na het inleiden van het klassieke conegatrschijnlijkheid, ligt de
nadruk op de beschrijvende numerieke of grafische weergavexperimentele meetresul-
taten.

De hieropvolgende drie hoofdstukken omschrijven enkelerugijke technieken en con-
cepten van de statistiek: “Hoe een fysische grootheid gemietn worden, hoe het resultaat
weergegeven moet worden en hoe men deze resultaten moptéteeen”.

Achteraan in de syllabus kan je de referentie vinden vanleniistekenden tekstboeken,
ditomdat deze inleidende cursus zeker niet de betrachéefy olledig te zijn. De studenten
die zich willen verdiepen in de leerstof worden ofwel naazediteratuur verwezen, ofwel
naar cursussen in de volgende jaren van hun opleiding tioiiys

De elektronische versie van de syllabus is te vinden op deiestan het Interuniversi-
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tair Instituut voor Hoge Energieéen of IIHBt t p: // wW3. i i he. ac. be, onder de rubriek
Onderwijs (VUB) - Cursussen. Bij mijn naam kan je de cursugzirdoaden. Je kan mij
ook steeds contacteren via emaibdhondt @ub. ac. be. De oefeningen worden dit
jaar gegeven door drs. Petra Van Muldgrsiful der @ ub. ac. be). Zij zal jullie leren
hoe je de concepten van het hoorcollege in de praktijk kamugledn. Dit omhelst zowel
rekenoefeningen op papier, als complexe verwerkingen etailp van het software pakket
Mathematica Aarzel niet om regelmatig je onopgeloste vragen te staller de leerstof
zodat je aan het eind van het jaar niet voor problemen kontasens



Hoofdstuk 1

Basisbegrippen van de
waarschijnlijkheid

“If any subject might be expected to baffle the
mathematicians, it would be chance. In truth, the notion
of chance, probability, likelihood, or by whatever name
it may be called, is as much of its own nature the object
of mathematical reasoning, as force or colour: it contains i
itself a distinct application of the notion of relative
magnitude: it is ‘'more’ or ’less’, and the only difficulty
(as in many other cases) lies in the assignment of the
test of quantity, ’now much’ more or less”

P.-S. le Marquis de Laplace
"Théorie Analytique des Probabiéis’, Paris 1820

Het concept van een waarschijnlijkheid of kans is op hetteeright een zeer intuitief
begrip. Men kan eenvoudig de kans bepalen om met een murkepilof ‘'munt’ te gooien.
Niettegenstaande deze ogenschijnlijke simpliciteit heefn er verschillende eeuwen over
gedaan om een consistent model op te stellen voor de waatgkheidsleer. Want neem nu
eens dat het bovenvermelde muntstuk niet volledig symsuétis en bijgevolg 'vervalst' is.
De kans om beide uitkomsten te bekomen is bijgevolg ook nesrrsymmetrisch en onze
eenvoudige definitie van waarschijnlijkheid moeten we ieerz

1.1 Definitie van de waarschijnlijkheid

Hedendaags bestaat er geen unieke definitie van waargkhigndl die algemeen aanvaard
wordt. In het algemeen kunnen we de verschillende definmti¢e/ee categoriéen onder-
scheiden : de klassieke- of frequentiebenadering en de megerne versie, gebaseerd op
de verzamelingsleer. De eerste benadering associeedaigalijkheid met de uitkomst van

3



BASISBEGRIPPEN VAN DE WAARSCHIINLIJKHEID

herhaalde metingen of experimenten, terwijl de tweededemnag het begrip waarschijnlijk-
heid associeert met een graad van kennis.

1.1.1 Klassieke definitie

Beschouw een experiment mewverschillende uitkomsten. Indien we in totaélgelijkaar-
dige experimenten uitvoeren, kunnen we de waarschijdigkbf kansP(X;) (i € {1, ...,n})
definiéren om uitkomsk; te verkrijgen alszijnde de verhouding van het aantal keeXwe
bekomen, namelijk,, tot het totaal aantal keer we het experiment herhaald hebben

. Ny,
Jim =2 = P(X) (1.1)
waar een fysicus meestal uitgaat van de limietwaarde, aélfs die a priori niet gekend.
Voor een wiskundige (alsook in deze cursus) is deze defimdeilijk toe te passen, omdat
hij gebaseerd is op het uitvoeren van oneindig veel expettiemeen omdat het gebruik van
de waarschijnlijkheidsleer beperkt wordt tot groothedenrdeetbaar zijn. Hierbij is het
essentieel dat alle mogelijke uitkomsten een gelijke kans hebben en dus eversefalijk
zijn

P(X)) = P(Xy) = ... = P(X,) . (1.2)

Als men in een casino een dobbelsteen werpt, gaat men ervalatude zes mogelijke
uitkomsten een gelijke kans van voorkomen hebben (of indien een ’eerlijke’ casino
binnenwandelt). Deze definitie, ingevoerd door Laplacanen we relateren aan het begrip
frequentievan voorkomen. De frequentie of waarschijnlijkheid om e&rié werpen is 1/6.

Let hierbij dat de definitie van de waarschijnlijkheid reepruik maakt van de term
'waarschijnlijkheid’ (gelijke kans van voorkomen voor deiilen van de dobbelsteen). We
moeten deze definitie dus beschouwen als een methode om cechigdijkheid te bepalen
en niet als een volledige definitie van het begrip.

1.1.2 Moderne definitie

Een meer volledige definitie van waarschijnlijkheid werthgeduceerd door Thomas Bayes
(1702-1761). Indien we niet met absolute zekerheid kunrezklaren of een gebeurtenis
juist of vals is, moeten we zeggen dat deze 'meer’ of 'minaeaarschijnlijk is. Op die
manier kunnen we verschillende graden van waarschijdijklonderscheiden indien we
(eventueel mits voorkennis) kunnen inschatten of de gédeigrmeer juist of meer fout
is. Wetende dat de frequentiewaarschijnlijkheid moet eefdaan enkele basisregels die
men eenvoudig rechtstreeks kan bewijzen uit deze frecpaeftnitie, willen we ook deze
'moderne’ definitie van waarschijnlijkheid dezelfde regebleggen. Deze regels noemen
we dan axioma’s, welke we opstellen binnen het kader van daneelingsleer.

Een modernere definitie van waarschijnlijkheid is gebasegr de verzamelingsleer.
Definieer de steekproefruimte als de verzameling van alle mogelijke gebeurtenissen of
deelruimtenX; waar elk van deze gebeurtenissere {1,...,n} exclusief is (als er één
voorkomt komen de andere niet voorwf j € {1,....,n} eni # j geldtX; N X; = 0)

4
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J am

Ay Lord

| Your fmdd/!i}’:’

mogt oledisnt
hamble Jervant

Bayes

Rev. T. BAYes

QE(OXJ. (1.3)

De waarschijnlijkheidP(X;) dat gebeurteni&; voorkomt is dan een reéel getal dat voldoet
aan volgende axioma’s opgesteld door Andrei Nikolaevichm&gorov (1903-1987)

« 0< P(X,) <1
e P()=1

e Vije {1,...,n}eni#j: P(X;UX;)=P(X;) + P(X))

Het eerste axioma legt beperkingen op de waarschijnligkiian iedere deelverzameling.
Deze moet een reéel getal zijn tussen 0 en 1. Het tweeddtvemte dat de totale kans
altijd gelijk moet zijn aan 1. Het derde axioma geldt voorlas@ve of niet overlappende
deelverzamelingen en kan men veralgemenen naar

P(U X;) = ZP(Xi) . (1.4)

Deze moderne definitie van waarschijnlijkheid komt ovenern de klassieke frequentie
definitie indien men de relatieve frequentie van voorkomepaalt via een experiment dat
men oneindig keer herhaalt.

De moderne definitie heeft het voordeel dat men kan sprekend®/waarschijnlijkheid
van de echte waarde van een fysische grootheid of over dsebajlijkheid dat een theorie
juist of fout is. De frequentie definitie kan enkel iets besreover de waarschijnlijkheid van
de uitkomst van een experiment, welke gebeurtenis meermadenifrequent voorkomt.
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1.2 Eigenschappen van de waarschijnlijkheid

Via de frequentie interpretatie van de waarschijnlijkhieithnen we enkele eigenschappen
opstellen met betrekking tot het rekenen met waarschijmdiglen. Beschouw twee verschil-
lende verschijnseleA en B, die niet exclusief zijn (ze kunnen dus samen optreden)eind
menn waarnemingen maakt, komt men in vier verschillende siégatit :

e verschijnselA treedt op en verschijnsél treedt niet op+®; maal)
e verschijnselB treedt op en verschijnsel treedt niet op«$, maal)
e beide verschijnseleA en B treden op {3 maal)

e geen van beide verschijnseldmof B treden op {4, maal)

De getallenn; meti € {1,2, 3,4} geven de frequentie van voorkomen weer voor deze vier
gebeurtenissen, met de relatie

4
Zni =n . (1.5)
i=1
Voor de relatieve frequentie van het voorkomen van het Ygrsel A bekomen we
n+n
flA) ==+, (1.6)

terwijl we voor het verschijnseB de volgende uitdrukking bekomen

_n2+n3

f(B) (1.7)

De relatieve frequentie voor het optreden van hetzihetzij B, hetzij beide, symbolisch
voorgesteld door{+B), is

ny + no + N3
—
De relatieve frequentie voor het optreden vén B, hetgeen symbolisch geschreven wordt
alsAB, is

f(A+ B) = (1.8)

f(AB) =2 (1.9)
n
Bijgevolg voldoen de relatieve frequenties aan de volgeatitie
f(A+B) = f(A)+ f(B) — f(AB) . (1.10)

De waarschijnlijkheid dat ten minste één der twee vejssblenA en B optreedt is gelijk
aan de som van beide individuele waarschijnlijkheden mimdarschijnlijkheid dat beide
verschijnselen gelijktijdig optreden. Indieh en B exclusieve verschijnselen zijn, vereen-
voudigt de relatie zich tot

f(A+ B)= f(A)+ f(B) . (1.112)
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(a) (b)

(c) (d)

Figuur 1.1:Basis operatoren met verzamelingen : (a) doorsaedeB, (b) unieA U B, (c)
verschilA — B en (d) complement (de donkere delen duiden deze begrippen aan).

Deze verschillende categorieén van observaties kunneookevoorstellen met verzame-
lingen in Figuur 1.1.
De doorsnede van twee deelverzamelingeen B van de steekproefruimte schrijven
we als
ANB={z|r € Aenx € B} (1.12)

en de unie als

AUB ={z|zr € Aof z € B} (1.13)

Het verschil kunnen we schrijven als

A—B={zlr€ Aenz & B} (1.14)

en het complement als

A={zlr € Qenz g A} . (1.15)

Met deze definities van verschijnselen alszijnde deelveetiag van een steekproefruimte
2 en met de axioma’s van de waarschijnlijkheid, kunnen wegaeem van relatieve frequen-
ties f(X) naar moderne waarschijnlijkhede?(X). Ook voor de moderne definitie van
waarschijnlijkheid willen we dergelijke regels opleggen

P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB) . (1.16)

De optellingswet 1.16 kunnen we uitbreiden voor meerdesvdezamelingerd; van de
steekproefruimté€). Door steeds opnieuw dezelfde relatie te gebruiken kunreevolgende
algemene relatie bewijzen
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P(Ai+ A+ ...+ A,)=5—5+5—..—(-1)"5, (1.17)
met volgende definities

S = > P(4) (1.18)
i=1
i—1
Sy = > Y P(AA) (1.19)
i=1j=1
n i—1j—1
=1 j=1k=1
(1.21)
S, = P(AAyA;5..A,) (1.22)

waarbij de notatied; + A, + ... + A, betekent dat ten minste één demwerschijnselen
Ay, Ag, ..., A, optreedt, terwijl het symbood; A,...A,, betekent dat de verschijnselen ge-
lijktijdig optreden.

Met het symbooA bedoelen we alle mogelijke gebeurtenissen in de steekpioge ()
die niet in de verzameling van gebeurtenissen A zitten. Mithbijgevolg twee eenvoudige
relaties

P(A)+ P(A) = P(Q) =1 (1.23)
en

P(AA) =0 (1.24)
en ook de volgende relatie kan men bewijzen

P(A+B)=1- P(4B) . (1.25)

Bewijs relatie 1.25: Stel A = AB + B welke de som is van twee exclusieve verzamelingen,
dan geldt via de optellingswet 1.16 dat P(A) = P(AB) + P{A Bijgevolg is P(A+B) = P(B)
+P(AB)=1-P(B) + P(AB) enisB = BA + AB, dus PB) = P(BA) + P(BA) en geldt
door beide relaties samen te nemen de relatie P(A+B) = 1BMY(- P(BA) + P(AB) =1 -
P(AB). QED?

De relatie tussen de waarschijnlijkheid van een gebewi@néen verzameling van ge-
beurtenissen en de waarschijnlijkheid van het complengemiuitig bij het bepalen van
kansen. De waarschijnlijkheid P om minstens één 6 te gdaijesier worpen met eenzelfde
dobbelsteen wordt berekend via het complementair verssglijde gebeurtenis waarbij men
géén 6 gooit in €én der vier worpen. We bekomen bijgedaelgvaarschijnlijkheid als P =
1- (g)4 = 0.518. Een ander voorbeeld van het gebruik van relatie is.2@t berekenen
van de waarschijnlijkheid P’ om minstens €én dubbele Gtaean bij 24 worpen met twee
dobbelstenen, namelijk P’ = 1 2Y)** = 0.491.

1QED = Quod erat demonstrandum.
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1.3 Conditionele waarschijnlijkheid

De moderne definitie van waarschijnlijkheid is een subgédtegrip. Als men iemand vraagt
naar hoeveel geloof hij of zij hecht aan het feit dat of waaijatijkheid hij of zij geeft aan
het feit dat morgen de zon zal schijnen boven Brussel, gtkrien een antwoord afhanke-
lijk van de persoon aan wie de vraag gesteld is. Zo zal eennSpaaerist in Belgié een
optimistische kans van 0.9 geven voor deze gebeurtenigjltde Belg zelf een realistische
kans van 0.6 zal toekennen aan de gebeurtenis. De waatgidhgid P(X) voor de gebeurte-
nis X is bijgevolg geen intrinsieke eigenschap van de geabeis, maar is afhankelijk van
de informatie waarover de persoon beschikt om P(X) te bap&\e spreken bijgevolg van
een subjectieve definitie. Neem de deelverzamelingen vateg&proefruimte van gebeur-
tenissen als hypotheses die juist of fout kunnen zijn. Veoifieequentisten’ ligt de meting
of observatie altijd binnen of buiten een bepaalde deereeting. Volgens de subjectieve
waarschijnlijkheid geeft men een graad van 'geloof’ aanfeietdat de meting erbinnen of
erbuiten ligt.

240
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Figuur 1.2: Evolutie van de kennis in verband met de massa van de top-dpiramen het
Standaard Model van de elementaire deeltjes. De grafiek deaheest waarschijnlijke

waarde van de top-quark massa weer met zijn onzekerheidégmier in de cursus), dit als
functie van het jaar waarin men deze waarschijnlijkheidttgetvalueerd.

Als de voorkennis verandert, zal bijgevolg ook de evaluaiede waarschijnlijkheid van
het voorkomen van een gebeurtenis veranderen. Dit kunneluigdelijk maken aan de hand
van de metingen van de top-quark massa die de laatste dacgerden uitgevoerd. De ge-
beurtenissen waarvoor men een waarschijnlijkheid moetlbagijn: 'de top-quark massa
is gelijk aan xx’ en dit voor elke reéle waarde van xx. De tpark is een heel zwaar ele-
mentair deeltje dat enkel kan geproduceerd worden dooinetisbrengen van veel energie
(zie cursus ’Elementaire Deeltjes Fysica’ in het derde Bhwhjaar). Tot voor kort was
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geen enkel laboratorium in de wereld erin geslaagd om ditjdd@rtstondig aan te maken
en bijgevolg een meting mogelijk te maken. Voor zijn ontdagkin 1995 moest men er
dus vanuit gaan dat het deeltje bestond via zijn voorspgilirde theorie van het Standaard
Model. Door de indirecte effecten van het deeltje te besard&on men afleiden dat het
deeltje een massa moest hebben die groter is dan ongevea\B& G (de stippellijn op
Figuur 1.2) en dit was een hypothese waar men veel geloof eelntte. De waarschijnlijk-
heid van de gebeurtenis 'de top-quark massa is groter darec&is veel groter dan de
gebeurtenis 'de top-quark massa is kleiner dan 50 GéMboor de metingen van deze indi-
recte effecten dacht men met een zekere hoeveelheid gelbdédop-quark massa ongeveer
120 GeV/é was. Maar men hechtte bijna evenveel geloof (juist iets mrindan een waarde
van 150 GeV/¢ of 90 GeV/é. Met hun voorkennis in acht genomen, konden de weten-
schappers niet exact bepalen welke waarde van de top-g@easahet meest waarschijnlijk
was. In 1995 hebben onderzoekers, verbonden aan FermitgQiacago (V.S.), voor het
eerst enkele van deze top-quarks rechtstreeks kunnen reakegstuderen. Ze hadden hun
kennis in verband met de top-quark massa dus significarehiégd, met als gevolg dat ze
nu met een grotere nauwkeurigheid kunnen bepalen welked@aan de top-quark massa
het meest waarschijnlijk is. Hun, met de tijd evoluerenderkennis, liet toe om de evalu-
atie van de waarschijnlijkheid van de juiste waarde van gegieark massa te herzien. Nu
hecht men veel geloof aan de gebeurtenis 'de top-quark nieds8 GeV/é’ terwijl men
veel minder geloof hecht aan de gebeurtenissen 'de togkauoassa is 170 GeVitof 'de
top-quark massa is 186 GeVlc

Deze waarneming leidt ons naar het begrip van conditionakrsehijnlijkheid P(AB),
de waarschijnlijkheid dat gebeurtenis A waar is indien meh zekerheid weet dat gebeurte-
nis B waar is. Bijvoorbeeld de kans om 'kop’ te bekomen indjegeven is dat we met een
‘eerlijke munt’ gooien, kunnen we noteren als P(kiogerlijke munt’) = 0.5.

Stel dat de steekproefruimte bestaat@it {zy,zs, ..., z,}. We kunnen dus met elk
element van de steekproefruimte een frequentie van voarkoft;) (ic {1,...,n}) as-
sociéren. Stel nu dat gebeurteiigeeds waar is, mét een deelverzameling is vah(Y C
2). Met deze voorkennis moeten we de frequenfi@s) herzien en de conditionele frequen-
ties f(z;|Y") bepalen. Uiteraard willen we bekomen dat indign¢ Y, dat f(x;|Y) = 0.
Ook willen we dat de relatieve frequenties van de elementateisteekproefruimt® die
ook in de deelverzameliny zitten, gelijk blijft. We hebben namelijk geen informatieed
kan differentiéren tussen de elementefy'inBijgevolg bekomen we de relatie

f(@]Y)=0C" f(x;) Vo; €Y (1.26)

met C een positieve constanté & 1). Ook willen we dat de som van alle frequenties 1 is,
of

Yo flwlY)=C-) flw)=1 (1.27)

€Y €Y

of

2De eenheid van Electron Volt (eV) is de energie die een alekteeft als het in een lineair potentiaalver-
schil van 1 Volt versneld wordt. Giga Electron Volt is”1keer een Electron Volt.
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1 1
C = = 1.28
Yiey f(z))  P(Y) (1.28)
waar P(Y') de kans is dat gebeurtenis voorkomt (P(Y) > 0). Dit geeft ons volgende
uitdrukking voor de conditionele frequenties

f(z:)
f(z]Y) = PY) Ve, €Y . (1.29)
Om deze logische uitdrukking binnen het kader van de fretipien klassieke definitie van
de waarschijnlijkheid over te nemen naar de moderne defjniioeten we de relatie pos-
tuleren als een axioma. De waarschijnlijkheid dat de twesckgjnselenX enY optreden,
is gelijk aan het product van de waarschijnlijkheid van et gerschijnsel met de condi-
tionele waarschijnlijkheid van het andere verschijnsel

PUMI= X gl = ¥ L= FRgR e as

e(XnNY 1e(XNY)

Voor meer dan twee gebeurtenissen geldt:

P(X1X2.. X)) = P(X1) - P(X3|X1) - ... P(Xp| X1X2... X)o1) - (1.31)

GebeurtenisseN C 2 (P(X) > 0)enY C Q (P(Y) > 0) zijn onafhankelijk als en slechts
als

P(XY)=P(X)-P(Y) . (1.32)

Met andere woorden heeft de waarschijnlijkheid van hetkmmen van gebeurtenis geen
invioed op de waarschijnlijkheid van het voorkomen van getamisY en omgekeerd.

Bewijs relatie 1.32: Veronderstel dat gebeurtenissen X eni&rdaad onafhankelijk zijn.
Dan geldt voor de conditionele waarschijnlijkheid P{X = P(X) en dus P(XY) = P(X1 Y)
= P(X|Y) - P(Y) = P(X)- P(Y). Omgekeerd kunnen we veronderstellen dat de rela& P(
= P(X) - P(Y) waar is. Bijgevolgis P(X) = P(XNY) /P(Y) =P(X) en P(}X) = P(YN X) /
P(X) = P(Y) en zijn beide gebeurtenissen onafhankelijk. QED

Dit kunnen we ook veralgemenen. De gebeurtenissEn X, ... , Xi} zijn ieder
onafhankelijk ten opzichte van elke combinatie van de ardais en slechts als voor elke
eindige deelverzameling van< k gebeurtenissen geldt

P (ﬂ XZ-> = H P(X;) . (1.33)

Indien echterP(X|Y) # P(X) zijn de gebeurtenissen niet onafhankelijk en bijgevolg
gecorreleerd. We spreken van een positieve correlatienugsbeurtenis{ enY indien
P(X]Y) > P(X), en een negatieve correlatie indi€.X|Y) < P(X). Bij een positieve
correlatie zal het voorkomen van gebeurteyiisle waarschijnlijkheid verhogen voor het

11
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- N Q - B Q
Y Y
N\ J N\ J
positieve correlatie tussen X en 'Y negatieve correlatie tussen X en Y

Figuur 1.3:lllustratie van een positieve en negatieve correlatiegtugebeurtenissen.

voorkomen van gebeurteni$. Dit kunnen we eenvoudig duidelijk maken aan de hand van
Figuur 1.3.

Indien de relatieve waarschijnlijkheid van de gebeurtéhign opzichte varX groter is
binnen de deelverzamelinig vergeleken met dezelfde verhouding binnen de globale steek
proefruimte(?, spreken we van een positieve correlatie. Een negatievelate verkrijgen
we in het omgekeerde geval.

1.4 De regel van Bayes

Beschouw een verzameling van exclusieve gebeurtenis$gmpothesed X; | i € {1,...,n}}
die samen de steekproefruimte vormen zoflat U7, X;. Er geldt dus daP(X;X;) =0
indien: # j. Dit kan bijvoorbeeld zijn: 'het is 13 uur’, 'het is 17 uur’ diet is 2 uur’. Voor
we een experiment beginnen of nieuwe informatie ontvank@men we onze kennis over
de waarschijnlijkheden van de verschillende gebeurtenis$ hypothesen samenvatten als
{P(X;) | i € {1,...,n}}. We kunnen deze waarschijnlijkheden beschouwenaafsriori’
kennis (voorkennis). Bijvoorbeeld met de voorkennis datows in Belgié bevinden en dat
de zon schijnt, weten we dat de waarschijnlijkheid voor deegetenis 'het is 2 uur’ nul is.
Het kan ook dat we helemaal geen voorkennis hebben, wateesdtih gelijke kansen voor
elk van de gebeurtenisséf, of P(X;) = 1/n. Hierna creéren we nieuwe informatie door
het uitvoeren van een experiment waarin we gebeurténmgaarnemen. Het verschijnsel
Y kann verschillende oorzaken hebben, namelijk een van de hypethim de verzamel-
ing {X; | i« € {1,...,n}}. Wetende dat het verschijnsEl zich heeft voorgedaan, willen
we bepalen wat de waarschijnlijkheid was dat de oorz&akiervoor de aanleiding was.
Deze oorzakerX; kunnen we bijgevolg beschouwen als hypothesen die hethigrsel of
de gebeurteni¥” hebben bewerkstelligd. Het experiment kan bijvoorbeeddlteren in de
observatie dat de zon ongeveer in het Zuiden staat. We willadte extra informatie van het
observeren van verschijnsglgebruiken om onze kennis over de oorzakérte vergroten.
Met andere woorden willen we nagaan welke de conditionekrsehijnlijkheid P(X;|Y)

is. Om deze conditionele waarschijnlijkheden te vindemnan we de volgende relaties
gebruiken

12
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P(X;NY)

P(Xi|Y) = —5 % (1.34)
of omgekeerd
_ P(YNX,)
P(Y|X;) = PIX) (1.35)
Omdat slechts één van de hypothesgnuist kan zijn, kunnen we schrijven dat
PY)=PX;NY)+P(XoNY)+ ...+ P(X,nY)=>Y P(X;,nY) .  (1.36)
=1
Door steeds de relatie 1.35 te gebruiken in uitdrukking b&6G0men we:
PY) = ZP<Xi) - P(Y]X3) (1.37)
=1
en via relatie 1.34 bekomen we:
P(X;) - P(Y|X;

i P(X) - P(Y]X;)
Vergelijking 1.38 noemen we de Regel van Bayes. Deze regelda om de waarschijnlijk-
hedenP(X;|Y) na het experiment te bepalen, we spreken egpadsteriori waarschijnlijk-
heden. Wetende dat de zon ongeveer in het Zuiden staat zidk@mposterioriwaarschijn-
lijikheden voor de hypothese 'het is 13 uur’ veel hoger liggan dea posterioriwaarschijn-
lijikheden voor de hypothese 'het is 17 uur’.

Een eenvoudige toepassing van de Regel van Bayes is g@#tss in Figuur 1.4. De
set van 24 gebeurtenissen bestaat uit "heXjsuur’ waar X; loopt van 0 tot en met 23
(laat ons eenvoudigweg de minuten vergeten). We voerenxgamiment of meting uit met
de voorkennis dat de zon schijnt (in Belgié !). In de bovergtafiek vinden we dus een
samenvatting van de waarschijnlijkhed&.X;) rekening houdend met deze voorkennis.
Dit noemen we soms ook derior’ verdeling. In een eerste geval bepaalt ons experiment
de stand van de zon met een zekere nauwkeurigheid. Het mxqyerleert ons dat de zon
ongeveer in het Zuiden staat (gebeurténjs Nu weten we dat indien de zon in het Zuiden
staat, het 13 uur is. Hiermee kunnen avposterioriwaarschijnlijkheden bepalef(X;|Y).
Omdat we slechts een ruwe meting gedaan hebben van de starte\an, kunnen we
niet eenduidig zeggen dat het 13 uur is. We moeten dus afrdama&aarschijnlijkheden
toekennen aan de uren rond 13 uur. Dit wordt geillustreeztida tweede grafiek:

e P("11 uur’|’'zonin het Zuiden’) = 1/6
e P("12 uur’|'zon in het Zuiden’) = 1/3
e P("13 uur’|'zon in het Zuiden’) = 1/3
e P("14 uur’|'zon in het Zuiden’) = 1/6
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P(X)

a priori kennis (de zon schijnt)

6 uur 20 uur
1/14

P(X)

a posteriori kennis (de zon schijnt en de zon staat in het Zuiden) Geval 1
12 uur 14 uur

P(X)

a posteriori kennis (de zon schijnt en mijn horloge geeft x2 aan) Geval 2

0 6 12 18 x=tjg 24

Figuur 1.4:lllustratie van de Regel van Bayes.

In een tweede geval bepaalt ons experiment het uur aan devaanmdijn digitale horloge.
Helaas werkt het eerste digit niet meer. Het tweede digitt gehter een 2 aan. Rekening
houdend met de priori kennis kunnen we de volgen@eposterioriwaarschijnlijkheden
opstellen:

e P('12 uur’ | tweede digit horlogeis 2') = 1

e P(’niet 12 uur’| 'tweede digit horloge is 2') =0

Deze waarschijnlijikheden worden weergegeven in de derdielrvan de figuur. Door
middel van dea priori kennis kunnen we dus de hypothese uitsluiten ’het is 22 uur’.

In de Regel van Bayes (uitdrukking 1.38) vinden we dat de revarets anders is dan
een normalisatie factor die gelijk is voor elkeposterioriwaarschijnlijkheidP (X;|Y). In-
dien we die gelijkstellen aan 1 veranderen we niets aan déeet verhoudingen van e
posterioriwaarschijnlijkheden. We kunnen dus vereenvoudigd samijv

P(Xi|Y) o< P(Y]X;) - P(X) (1.39)
14
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om nadien allea posterioriwaarschijnlijkheden te vermenigvuldigen zodat de totaask
*, P(X;|Y) terug 1 wordt.

Wanneer we als fysicus een experiment uitvoeren, willenmeei meeste gevallen on-
afhankelijk zijn van de zogenaamdeoriori kennis. Die zou eventueel verkeerd kunnen zijn
of misschien willen we die wel verifieren. Dit is heel eendaumogelijk door allea pri-
ori waarschijnlijkheden voor de oorzaken of hypothesen gétdijktellen,P(X;) = P(X;)
(z,7 € {1,...,n}). We spreken dan over een uniforrmpgor of voorkennisfunctie. In het
bovenstaand voorbeeld waspi®or niet uniform, daar de waarschijnlijkheden voor alle uren
vOoOr 6 uur en na 20 uur nul waren, terwijl alle uren tussensopgang en zonsondergang
een waarschijnlijkheid van 1/14 hadden.

Deze Bayesiaanse manier om waarschijnlijkheden toe teckesan verschillende oorza-
ken is zeer nuttig en is in de praktijk sterk verbonden metcoeicept van eehkelihood
of een kansfunctie. Deze likelihood heeft een aantal eeypen die zeer handig (en
misschien iets complexer) zijn bij het analyseren van erpartele gegevens. In de cur-
sus Statistiek in de volgende studiejaren gaan jullie digpep de betekenis van dergelijke
likelihood
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Hoofdstuk 2

Rekenen met waarschijnlijkheden

“No one has caused me any difficulty in regard to

the above, but they have told me that they did

not do so for the reason that everyone is
accustomed to this method today. “

B. Pascal
Brief van Blaise Pascal aan Pierre de Fermat, 29 juli 1654

De eerste historische toepassing van de regels van de kansrg vinden we terug in
kansspelen. Vroege wiskundigen zoals Blaise Pascal (1682) en Pierre de Fermat (1601-
1665) ontworpen verschillende rekenregels om de freqa¢atbepalen van de uitkomsten
van deze kansspelen. In dit hoofdstuk gaan we dus eenvoeditpren tellen, een proces
dat niet steeds even gemakkelijk zal blijken !!

2.1 Som- en productregels

De studie van discrete mathematische telproblemen begitwée eenvoudige, maar es-
sentiéle regels: de som- en productregels. Veel completdgemstellingen kunnen namelijk
opgesplitst worden in deelproblemen die steeds neerkomeleze twee basisregels.

e Somregel Als een eerste gebeurtenis epmanieren kan plaatsgrijpen en een tweede
gebeurtenis op manieren, en beide gebeurtenissen kunnen niet tegelgksgajpen
(exclusieve gebeurtenissen) dan kunnen we één van kakida bpm + n manieren
uitvoeren.

e Productregel: Als we in een gebeurtenis twee opeenvolgende onderdelamekuon-
derscheiden en als et manieren zijn voor het eerste onderdeelemanieren voor
het tweede, dan kan de totale gebeurtenis gebeuren-opmanieren.

Indien er in de algemene bibliotheek aan de Vrije Univer&aissel 342 boeken aanwezig
zijn over het onderwerp Statistiek en er in de bibliotheek kat departement Natuurkunde
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nog eens 107 staan, kunnen jullie in totaal kiezen uit 44%d&oem je te verdiepen in het
onderwerp Statistiek. Dit in de veronderstelling dat ermgleeeken twee keer voorkomen.
Eenzelfde dobbelsteen kan twee keer geworpen worden, graarg X en waarneming’.
De eerste keer zijn er 6 mogelijke uitkomsten vagrde tweede keer zijn er ook 6 mogelijke
uitkomsten voor”. Bijgevolg zijn er 36 uitkomsten voor de combinati€,{’), waarvan er
sommige gelijk zijn. Indien we twee dobbelstenen met veligctde kleuren hebben, zijn
alle 36 uitkomsten verschillend.

In de volgende twee onderdelen gaan we leren hoe we een coprpldeem moeten op-
splitsen in deelproblemen. Nadien moeten we de oplossingl®ae deelproblemen samen-
nemen om een antwoord te formuleren op het initieel compieklpem.

2.2 Permutaties

Om de volgende probleemstelling in te leiden, kunnen we deaag bekijken: Hoeveel
personen hebben we minimum nodig in deze klas om een kandbemgroter dan 0.5 dat
twee personen dezelfde verjaardag hebben? Indien we \@sialien dat er 365 dagen in
een jaar zijn, zullen sommige misschien denken dat het amtveimpelweg de helft van
365 of ongeveer 183 is. Met zoveel mensen zullen ze bijnar 2@k personen vinden die
dezelfde verjaardag hebben. Om het correcte antwoord teerimoeten we de personen
rangschikken van 1 tot, waarr het aantal personen is in de klas. De eerste persoon heeft
365 mogelijke verjaardagen, zo ook alle andere. Dit gedfitaml 365 mogelijke sequenties
van verjaardagen. Uit deze moeten we diegene vinden waagn gelijke verjaardagen
voorkomen. Bijgevolg heeft de eerste nog steeds 365 mibgetien, de tweede slecht 364,
de derde 363, enzovoort. Persaoheeft bijgevolg nog 365-r+1 mogelijkheden. Het totaal
aantal sequenties zonder gelijke verjaardagen is dus

365364363 ...- (365 —r + 1) (2.2)

en bijgevolg is de waarschijnlijkheid om dergelijke sedigenan te treffen in de klas gelijk
aan

~365-364-363-...- (365 —r +1)

B 365" '

Je kan eenvoudigweg een kort computerprogramma schrijwedeze vergelijking op te

lossen naar zodat P, kleiner is dan 0.5. De kleinste waarde vanvaarvoorP, < 0.5

geeft het minimum aantal personen die in de klas moetemaitte een waarschijnlijkheid

te hebben groter dan 0.5 dat twee personen op eenzelfde gagme Het antwoord is 23.
Dit probleem motiveert de volgende definitie van het begapmutatie

P, (2.2)

Definitie: Beschouw een verzameling varobjecten, dan is elke lineaire rangschikking
van deze objecten een permutatie van deze verzameling.

We kunnen deze definitie ook herformuleren:Asen eindige verzameling, dan is een
permutatie vamd een één-bij-één afbeelding opzelf. De voorwaarde dat een permutatie
een één-bij-één afbeelding is, wijst erop dat geen slementen van de verzamelidgdoor
de afbeelding op éénzelfde element van de verzamdliwgrden afgebeeld. Een voorbeeld
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van een permutatie van de verzameliragb, ¢, d} is {b, d, a, c}, maar niet{b, b, d, c}. Alle
mogelijke permutaties van de verzamelifig b, ¢} zijn:

{a,b,c},{b,c,a},{c,a,b},{a,c,b},{b,a,c}, {c,ba} . (2.3)

Het is eenvoudig om het aantal mogelijke permutaties vaveeameling vam objecten te
tellen. Voor het eerste object in de rangschikking kunneki@zen uit de: objecten van de
verzameling, voor het tweede uit— 1, voor het derde uit — 2, ... , voor het laatste hebben
we geen keuze meer. Bijgevolg kunnen we stellen dat hetlaaogelijke permutaties gelijk
is aan

n-m—1)-n—2)-...-3-2-1 . (2.4)
Dit leidt tot de invoering van een nieuw concept, nameiiffaculteit

Definitie: Voor elke positief geheel getal wordt n faculteit of n! gedefinieerd als

nl=n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1 (2.5)
met de beginvoorwaarde dat 0! = 1.

Let erop dat dit een groot getal kan worden reeds voor kleiagreen vam, bijvoor-
beeld 9!=362880. Om dit rekenprobleem te verhelpen, kunveigebruik maken van de
benaderingsformule van Stirling n! ~ n"e~"/2mn. Deze formule geldt asymptotisch
vVoorn — oo.

Met behulp van de definitie vam kunnen we op een compacte wijze enkele algemene
uitdrukkingen bepalen in verband met kansspelen.

Beschouwn verschillende objectefixy, o, ..., z,,} en een positief geheel getalmet
1 < r < n. Via de productregel geldt dat het aantal permutaties waanwer objecten van
de totalen kunnen rangschikken (zonder herhaling van objecten)kgslgan

P(n,r) =

o] (2.6)

waar we de notati’(n, r) introduceren.

We kunnen onze bevindingen ook veralgemenen naar een velingmbjecten waarin
identieke objecten voorkomen.

Beschouw een verzameling vanobjecten, waarvan; van het eerste type,, van het
tweede type, ... en, van hetr?® type, met!_, n; = n, dan bestaan er

n 2.7)

n1!n2!n3!...nrl

mogelijke verschillende rangschikkingen vanrdebjecten.

IHet bewijs van de benaderingsformule van Stirling kan mewlen in andere cursussen van het eerste
Bachelor jaar.
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In een kaartspél zijn er dus

52!
13!'13! 13! 13!
mogelijke manieren om de kaarten te rangschikken volgedskiieuren.

(2.8)

2.3 Combinaties

Na het begrip permutaties komen we tot de combinaties. Bippbssen van een typisch
telprobleem moet men zich de vraag stellen obakevan de rangschikking belangrijk is. De
orde waarin de 6 balletjes van de nationale loterij getrakkerden, heeft geen enkel effect
op je winstkansen, maar de orde van de gemakkelijke en nkeeiliagen op een examen
zou wel eens belangrijk kunnen zijn en een invioed hebbereggaiigkansen (we beginnen
dus meestal met de gemakkelijke !). Wanneer de orde indeérelssentieel is, moeten we
met permutaties en de productregel werken. Wanneer echterde van de rangschikking
van de objecten geen effect heeft op het uiteindelijke taatjlspreken we over combinaties.

Beschouwn objecten waaruit we een selectie of combinatie nemen\ajecten { <
r < n) zonder naar de orde te kijken waarmee we de objecten nentas,mdogelijk op
C(n,r) manieren

Cln,r) = ( n ) _ P(n.,'r’) - n! . (2.9)

waar we de notati€'(n, r) introduceren.

Op hoeveel manieren kan men bijvoorbeeld 6 balletjes trekkender herhaling) uit een
totaal van 42? Het antwoord is

42! 42-41-40-39 - 38 - 37
C(42,6) = -
(42,6) 61(42 — 6)! 6-5-4-3-2-1

lemand die met de nationale lotto speelt, heeft dus weinmng ken te winnen. Let wel dat
opeenvolgende trekkingen volledig onafhankelijk zijn et dezelfde sequentie van num-
mers terug dezelfde kans heeft. En ook dat elke sequentigedigte kans heeft.

Een labo-assistent moet zijn klas van 36 studenten opsiplitsvier groepen van 9 stu-
denten. Op hoeveel manieren kan hij die vier groepen makeon? dé eerste groep kan de
assistent 9 studenten kiezen uit 36, dus C(36,9). Voor dedevgroep blijven slechts 27
studenten over en hij moet er 9 uit kiezen, dus C(27,9). [it ga verder en we bekomen

~5.3-10° . (2.10)

C(36,9)-C(27,9) - C(18,9) - C(9,9) = 2.145 - 10* (2.11)

mogelijke manieren. Hopelijk komen de studenten dus oveeeeorganiseren ze zich zelf
in vier groepen.

2Neem aan dat een kaartenspel 52 kaarten en 4 kleuren hewén fraiten, klaveren en schoppen (dit kan
anders zijn voor een Chinees kaartspel).
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Nu kunnen we enkele eenvoudige eigenschappen nagaan vasmdenatieC'(n, r).
Allereerst vinden we dat

<Z>:'f’!-(:!—r>! - (n—r)!~(:!— e < nir> (2.12)

en ook een twee eigenschap

<2>:<n;1)+(71>- (2.13)

Bewijs van relatie 2.13: We willen een deelverzameling Y rvabjecten kiezen uit een
totale verzameling X van n objecten. Laat @® willekeurig object x kiezen uit X€X).
Beschouw eerst dat object x geen deel uitmaakt van Y. Daremeet r objecten kiezen
uit de overige n-1 objecten van de verzameling X, en dit kunveeop C(n-1,r) mogelijke
manieren. Beschouw anderszijds dat object x wel deel uktmeaan Y. Dan moeten we nog
r-1 elementen kiezen uit de overige n-1 objecten van de malrag X, en dit kunnen we
op C(n-1,r-1) mogelijke manieren. Omdat x wel of niet dewhaakt van de verzameling Y,
moeten we beide mogelijkheden optellen. Dit is wat de \ighiopg 2.13 weergeeft. QED.

De relatie 2.13 samen met de voorwaarden dat

(5)-(2)-

laat ons toe om de bekende driehoek van Pascal op te stellere @riehoek geeft alle
mogelijke waarden va@'(n, r) weer en berekent die via waarden die hogerop in de driehoek
weergegeven zijn, zie Tabel 2.1.

Cinp|r=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1(
n=0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 3 35 21 7 1

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 |1

Tabel 2.1:De driehoek van Blaise Pascal.

Deze driehoek van Pascal vinden we reeds terug in tfeebtiw in het Verre Oosten, zie
Figuur 2.1.
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Figuur 2.1:De driehoek van Blaise Pascal zoals afgebeeld door Chuchigfi-rond het jaar
1303 verschillende eeuwen voor deze in de Westerse wergkstgid werd.

We hebben gezien dat wanneer we uit een verzameling:vaarschillende objecten
objecten willen rangschikken met mogelijke herhaling vanzelfde object, we dit kunnen
doen opn” verschillende manieren. Nu willen we een gelijkaardig peelm beschouwen
voor combinaties waar herhaling mogelijk is.

Beschouw het voorbeeld van 4 studenten die laat op de avorgehbebben en besluiten
een frituur binnen te stappen. Elk van de studenten beseit (en kiest bijvoorbeeld voor
een drankje), €én of meerdere van de volgende 'maaltijden mexicano, een bicky-burger,
een pak friet met mayonaise of een pittabroodje. In totalémize samen 7 items bestellen
en ze laten de uitbater kiezen. De uitbater wil nagaan hbevegelijkheden hij heeft om
de studenten te bedienen. Hiervoor kan hij het probleemaddg vereenvoudigen: hoe stop
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je 7 balletjes in 4 verschillende dozen. Dit doet hij door delletjes op een rij te leggen en
met 3 stokjes in totaal 4 categorieén te maken, bijvootbeel

rx|zx|rx|r . (2.15)

We hebben het probleem dus vereenvoudigd naar het rangeohian 7+3=10 dingen waar-
van 7 van de eerste soort en 3 van de tweede soort. Dit geetbial t

(7T+3)! (T+(4—1))!
3 T (4— 1) (2.16)

mogelijkheden aan de uitbater om de studenten hun hongeli¢a.s

Algemeen kunnen we stellen dat indien we uit een verzamehng. verschillende ob-
jecten en willen selecteren met mogelijke herhaling van hetzelfdecabwe in totaal

(2.17)

C(n+r—1,'r’):<n+(7’_1) ) _(n+r-=1)

r ol (n—1)!

mogelijkheden hebben. Dit komt neer opbjecten ¢) met(n — 1) onderscheidingen|().

2.4 Binomiaalwet

Stel dat we vier muntstukken opgooien. Voor elk muntstuleisvdarschijnlijkheid om 'kop’
te bekomen gelijk aan 1/2 en om 'munt’ te bekomen gelijk a&n DIt is een typisch expe-
riment met slechts twee mogelijke uitkomsten, ofwel 'sis¢oé 'geen succes’, ofwel raak’
of 'mis’, ofwel 'observatie’ of 'geen observatie’ van eenbgirtenis, enzovoort. Dergelijke
experimenten noemen we Bernoutial processen: het achtereenvolgens uitvoerennvan
kansexperimenten zodat elk experiment twee mogelijkeomtiten heeft, de ene met een
waarschijnlijkheidp, de andere met een waarschijnlijkheie- 1 — p. Ook moet gelden dat
de uitkomst van experimentniet beinvioed wordt door de — 1 voorgaande.

Het experiment met de vier muntstukken heeft een aantal ijlagaitkomsten die we
even in detail opsommen:

e Alle muntstukken komen neer als '’kop’. Vermits we aannemainhet effect van het
opgooien van een muntstuk onafhankelijk is van elk andertstuiky, wordt de totale
waarschijnlijkheid van deze uitkomst bepaald door de pctegel en is dus gelijk aan
(1/2)*, we noteren dit met P(4);

¢ Drie muntstukken komen neer als 'kop’ en bijgevolg één'mlsnt’. De waarschijn-
lijkheid om dit te bekomen is terug (1/23ls we willen dat het laatste muntstuk 'munt’
is. Als we niet geinteresseerd zijn in de volgorde van deouitsten, kunnen we 4 mo-
gelijke sequenties bekomen: KKKM, KKMK, KMKK en MKKK. Elk vadeze heeft
een waarschijnlijkheid van (1/2yan voorkomen en samen heeft deze uitkomst bijge-
volg een waarschijnlijkheid vaR(3) = 4 - (1/2)%;
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e Twee muntstukken komen neer als ’kop’ en bijgevolg tweeralsit’. Hiervoor zijn er
zes verschillende sequenties mogelijk: MMKK, MKMK, MKKM,KMM, KMKM
en KMMK. De totale waarschijnlijkheid voor deze uitkomsthggevolg gelijk aan
P(2) =6-(1/2)%

e Eén muntstuk komt neer als 'kop’ en de drie andere als 'mub#’ waarschijnlijkheid
voor deze uitkomst is analoog aan de waarschijnlijklaeid muntstukken komen neer
als ’kop’ enéén als 'munt. Bijgevolg is de waarschijnlijkheid (1) = 4 - (1/2)%;

¢ Alle muntstukken komen neer als 'munt’. Dit is terug analoogt de uitkomsalle
muntstukken komen neer als 'kognn de waarschijnlijkheid is bijgevolg gelijk aan
P(0) = (1/2)*

Door rekening te houden met het axioma dat de totale waansithieid voor alle uitkom-
sten samen gelijk moet zijn aan 1, kunnen we nagaan of we aljelijke uitkomsten hebben

4

" P(i) = P(0) + P(1) + P(2) + P(3) + P(4) = % 1 (2.18)

1=0
Dit voorbeeld kunnen we veralgemenen naar een Bernouléraxgnt met twee mogelijke
uitkomstenA en A, de ene met een waarschijnlijkheiden de andere bijgevolg met een
waarschijnlijkheidg = 1 — p. We stellenP(i) gelijk aan de waarschijnlijkheid dat bij een
totaal vann waarnemingen juist maal uitkomstA voorkomt. In dit geval bekomen we
maal uitkomst4 en (n — i) maal uitkomst4, bijgevolg is de waarschijnlijkheid

pog" Tt =p - (1—p) (2.19)
indien de volgorde waarid en A optreden gegeven is. Is deze volgorde willekeurig, dan

kan men: herhalingen vam op C(n, i) mogelijke manieren verkrijgen, zodat we voor de
waarschijnlijkheid de volgende uitdrukking bekomen

P(i) = Cln,i)- g (1— p) = ( " ) P (2.20)

De uitdrukking 2.20 noemen we de binomiaalwet die soms oalepde volgende vorm
geschreven wordt

<x+y>”=2<?>~xi~yn”=2<nﬁi>-:c“y"‘f. (2.21)
=0 =0

waar de laatste gelijkheid geldt door de symmetrie van dérukking. De coéfficienten
C(n,1) noemen we gewoonlijk de binomiaalcoéfficienten die wedgalriehoek van Pascal
eenvoudig kunnen bepalen.

Een educatieve toepassing van de binomiaalwet vinden wg tehet bord van Galton,
zie Figuur 2.2. Sir Francis Galton (1822-1911) was een Eegektenschapper en was een
neef van de welgekende Charles Darwin. Een balletje begwvérman het bord en heeft
aan elk stokje twee mogelijkheden: 'links’ of rechts’. ied het bord goed gemaakt is, dan
heeft het balletje bij ieder stokje een gelijke kans om '§néf rechts’ te vallen. Ook is

24



REKENEN MET WAARSCHIJNLIJKHEDEN

iedere keuze bij een stokje op laagnafhankelijk van deé — 1 vorige keuzes. Elk balletje
dat onderaan komt, heeft dus in totaaBernoulli experimenten gedaan (n = aantal lagen)
en bijgevolg zal elke aankomstplaats een waarschijnligkhebben gedefinieerd volgens de
binomiaalcoéfficiente'(n, i). Let op de sterke gelijkenis met de 'driehoek’ van Pascal !!

Figuur 2.2:Het bord van Galton als illustratie van de binomiaalwet ekeénfoto’s van Sir
Francis Galton.

Hoeveel balletjes er zich in de individuele hokjes ondetsribord van Galton bevinden,
is afhankelijk van het aantal lagen( = het aantal opeenvolgende identieke Bernoulli expe-
rimenten) en de kansom rechts’ te bekomen als uitkomst ( = wat eigenlijk de pdazin
het hokje aangeeft). Om een idee te hebben hoe de balletpeselezijn over de hokjes voor
verschillende waarden van de parameteesnp, kunnen we dit experiment met de computer
simulerer?®.

In Figuur 2.3 worden de waarschijnlijkhedétii) weergegeven voor enkele parameters.
De linkse grafieken tonen de waarschijnlijkheden om eertpalierug te vinden in elk hokje
onderaan het bord van Galton en dit voor een verschillenthbBEgenn, namelijk 20, 50
en 100 (bijgevolg ook een verschillende aantal hokjes,1). De grafieken die rechts staan
tonen dezelfde waarschijnlijkheden, maar dit maal voorkamd van Galton waar de kans
om ’'links’ te bekomen bij elk Bernoulli experiment gelijkaan 0.7 (rechts’ heeft bijgevolg
een kans van 0.3).

Dit voorbeeld motiveert het gebruik van een variabgléie een uitkomst van een expe-
riment is en die waarden kan aannemen in de steekproefrélmiée gaan hiermee verder
in het volgend hoofdstuk.

30p het internet kan je dergelijke simulatie vinden op biflmeld volgende website:
http://stat-www.berkeley.edwstark/Java/BinHist.htm
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Figuur 2.3:Grafische voorstellingen van de waarschijnlijkheid datleedfetje dat bovenaan
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Hoofdstuk 3

Stochastische variabelen en verdelingen

“La théorie des probabilés n'est que
le bon sens reduit au calcul”

P.-S. le Marquis de Laplace
Mécanique €leste, 1799

In vorige hoofdstukken hebben we gezien hoe we een waanitiipid definiéren en
hoe we ermee moeten rekenen. Om de empirische uitkomsteeuwaxperiment eenvoudig
te kwantificeren gaan we in dit hoofdstuk enkele begrippegrobtheden invoeren. Deze
begrippen kunnen we ook toepassen op experimenten die wahgtisch oneindig keer
herhalen, dan spreken we over theoretische groothedeaatsplan empirische grootheden.

3.1 Definitie

Het uitvoeren van een wetenschappelijk experiment woriivieed door verschillende fac-
toren. Als we willen weten hoeveel liter brandstof onze awgidoruikt per kilometer, kunnen
we dat door eenvoudig het aantal gereden kilometers te didenhet aantal verbruikte
liters. Als we dit experiment verschillende keren herhaierilen we echter nooit hetzelfde
reéle getal uitkomen. Er zijn tal van factoren die onzeartkt beinvioeden: hebben we
het aantal kilometers en de hoeveelheid brandstof juisetEm was er veel verkeer op de
baan of weinig, hadden we tegenwind, reden we in Nederlart mpakke weg of bergop in
Oostenrijk, hebben we veel moeten remmen, enzovoort. Hetrieogelijk om al deze fac-
toren in rekening te brengen tijdens het uitvoeren van opsraxent. We kunnen bijgevolg
nooit exact de uitkomst voorspellen, of anders gezegd edrepaalde waarneming is nooit
exact reproduceerbaar. De verschillende waarnemingeitkoinusten van een experiment
vertonen een spreiding of variatie.

We definiéren iedere waarnemingsgrootheid waarvan dedeasqy een dergelijke wijze
varieert als een toevallige of stochastische veranderl[kt impliceert dat voor elk herhaal-
baar experiment met de stochastische varialyedds uitkomst, die de betrachting heeft een
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fysische grootheigh met de juiste en constante waardete meten, men tracht uit de verza-
meling van bekomen resultatém, z», ..., z,,} een conclusie te formuleren in verband met
de waarde van de fysische grootheid. Omdat het experimémtlbed wordt door verschil-
lende willekeurige of random factoren is het verband tuskenitkomsten(z, x, ..., z,,}

en de echte constante waarde yamamelijk ., niet triviaal. Men tracht met verschillende
conclusies over de waarde varverschillende waarschijnlijkheden te associéren.

Om het mogelijk te maken om via de uitkomsten, z,, ..., x,, } iets te concluderen over
de echte waarde vam, moeten de experimenteat randomgenomen zijn. Daar het on-
mogelijk is om oneindig veel experimenten uit te voeren, trmoen een steekproef nemen.
Deze steekproef van experimenten moet een zo goed mogek&espiegeling zijn van de
oneindig grote steekproefruimte die we niet kunnen opmd&ginet bepalen van het brand-
stofverbruik per kilometer van onze auto moeten we ervoogero dat we de verbruikte
brandstof niet steeds opmeten als we bergop rijden of in @atilan. Dit zou namelijk een
verkeerd beeld geven van het totale verbruik van onze auto.

e Discrete variabelen

Indien we een experiment uitvoeren waarvan we de uitkomgt@emozoeken in een
steekproefruimte waarvan het aantal elementen telbaar isifidig aantal), dan as-
sociéren we met de uitkomst van het experiment een disstetdastische variabele.
Het gooien van een dobbelsteen bijvoorbeeld heeft 6 desartomsten.

e Continue variabelen

Een experiment waarvan de mogelijke uitkomsten een orggndirzameling van ele-
menten omvat, wordt gekarakteriseerd met een continubastische variabele. Het
resultaat van een meting naar het brandstofverbruik pemidter van een auto heeft
een continue uitkomst, elk reéel getal is mogelijk.

Door het uitvoeren van experimenten bekomen we een verragrggdgevens of uitkom-
sten{z, xs, ..., x, }. Deze empirische gegevens trachten we te beschrijven e@hgrden,
bekomen uit deze verzameling gegevens.

¢ Gemiddelde De meestvoorkomende grootheid waarmee de ligging vantdeygarak-
teriseerd wordt, is het rekenkundig gemiddetdédet gemiddelde van een steekproef
vann metingen is:

i=1

e Aantal gegevensHet aantal uitgevoerde experimenters een belangrijke grootheid
die (zoals we later zullen zien) informatie geeft over hoewleeurig we bijvoorbeeld
het gemiddelde van een verzameling gegevens kunnen bejadigen we het gemid-
delde berekend hebben wannegroot is, zal een bijkomend af+ 19¢ experiment de
waarde van het gemiddelde niet veel meer veranderen. Weehumjgevolg conclu-
deren dat het gemiddelde goed gekend is (met een kleineKertzgid’). Dit zou niet
het geval zijn indien we een gelijkaardig experiment sleelit 0 keer uitvoeren. Het
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gemiddelde zou dan relatief minder goed gekend zijn en des beinvioed worden
door een bijkomende waarneming.

e Mediaan: Het rekenkundig gemiddelde is een wiskundig belangriji@theid om
theoretische stochastische verdelingen te beschrijvear ns bij een eindig aantal
metingen heel gevoelig aan mogelijke uitschietergl{ersin het Engels). Het gemid-
delde van een verzameling van 10 metingen met waafden 1,1,1,1,1,1,1,10}
geeft 1.9 als resultaat. De laatste meting met uitkomst && bggevolg een enorme
invioed op het gemiddelde en kan men beschouwen als eehieitsic(het gemiddelde
zou een totaal andere waarde hebben indien deze metinghniekening genomen
wordt). Een meer robuuste grootheid is de mediaan die géelefinwordt als de 'mid-
delste’ waarneming, waarbij we het concept 'middelstesiipteteren als het gemid-
delde van de twee middelsten als het aantal waarnemingeariv@m de mediaan te
bepalen moeten we bijgevolg de verschillende metingensidnkken of ordenen. De
mediaan is de waarde voor dewelke 50% van de metingen eerfdaiitkomst heeft
en 50% een grotere uitkomst. Voor ons voorbeeld van 10 matizgl de mediaan die
de waarde 1 heeft, niet veranderen indien we de laatste gradtolan niet in rekening
brengen.

e Standaardafwijking: De meest voorkomende grootheid waarmee de schaal van de
gegevens gekarakteriseerd wordt, is de standaardafgigdirspreidings. Een alter-
natief voor de standaardafwijking is de steekproef varggvir die gedefinieerd wordt
als het kwadraat van de standaardafwijking

1

Var = 2 =
ar S n—1

i=1
waarz het rekenkundig gemiddelde is. Het voordeel van de grodthés dat die
dezelfde dimensies heeft als het gemiddelde en dus ookdraiisdezelfde as voorgesteld
kan worden. De reden waarom we d@or 1) delen in plaats van zal later duidelijk
worden (zie Hoofdstuk 7).

e Percentielen In de praktijk is het soms nuttig om te weten voor welke waardn
x in totaala% van de metingen kleiner dan of gelijk zijn aan Dit geven we weer
aan de hand van-percentielen. Met tussen 0% en 100% definieert hepercentiel
het puntz waaronder in totaal% van de empirische metingen liggen. De mediaan is
bijgevolg het 50%-percentiel van de metingen.

Dit zijn empirische grootheden bekomen uit de gegevens eareedig aantal experi-
menten. Indien men verschillende verzamelingen van gegewé vergelijken, is het soms
nuttig om de verzameling gegevens samen te vatten met etal geootheden. We kunnen
bijvoorbeeld zien of de twee verzamelingen hetzelfde gdeitk en bijgevolg dezelfde lig-
ging hebben. Alsook kunnen we de dispersie of spreiding eagedjevens vergelijken met
behulp van de standaardafwijking. In de praktijk echtert ga@n de empirische gegevens
veelal benaderen door een theoretische verdeling van dsetgalijkheid, en de parameters
van deze curve publiceren alszijnde de resultaten. We kdmeeop terug in hoofdstuk 7.
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3.2 Waarschijnlijkheidsverdelingen

In de hypothese dat we oneindig veel experimenten kunngoarin, beschikken we bij-
gevolg over een oneindige verzameling uitkomsten. Dez@uisten kunnen we enkel ana-
lytisch beschrijven via een functg; die de waarschijnlijkheid voor elke uitkomst weergeetft.
Dergelijke functies noemen we waarschijnlijkheidsdiehtsverdelingen. Let erop dat dit
theoretische concepten zijn, daar we nooit oneindig vepéementen kunnen uitvoeren,
De experimentele gegevens die we verzamelen, kunnen lemsgsét patroon vertonen van
dergelijke theoretische waarschijnlijkheidsdichtheg&tsleling. In volgende hoofdstukken
zullen we zien dat, indien we veel experimenten uitvoerermigrevolg een grote verza-
meling uitkomsten voor een stochastische variabele bekpme de eigenschappen van de
theoretische verdelingen kunnen toekennen aan de enfj@rgggevens.

De waarschijnlijkheidsdichtheidsverdelifig wordt gedefinieerd als de afgeleide van de
cumulatieve verdelingsfunctiy. Als X een stochastische variabele is, dan is de functie
F, die voldoet aanf’x (a) = P(X < a), de cumulatieve verdelingsfunctie van X. Deze
functie F'x (a) neemt bijgevolg waarden aan tussen 0 e K( Fiy(a) < 1), en geeft de
waarschijnlijkheid weer dat de uitkomst van een experinmeet stochastische variabelé
kleiner is damn.

We noemen een stochastigkdiscreet alsX slechts een eindig (of aftelbaar oneindig)
aantal verschillende waarden kan aannemen. Dat wil zeggeercen verzameling reéle
getallen{z; | i = 1,2,...,n} is, zodatP(X = z;) = p; en dat de totale kans 1 blijft,
namelijk>" | p; = 1.

We noemen een stochastische variabéleontinu als de cumulatieve verdelingsfunctie
Fx een continue en overal differentieerbare functie is (behil een eindig aantal punten).
Dit laat toe om de waarschijnlijkheidsdichtheidsverdglfix te definiéren als de afgeleide
van Fy, of

dF
o) = 25D 33)
en bijgevolg ook omgekeerd, de cumulatieve verdelinggfane definiéren als de integraal

van de waarschijnlijkheidsdichtheidsverdeling, of

Fx(@) = P(X <a)= [ fx(t)dt . (3.4)

In Figuur 3.1 vinden we een voorbeeld van een discrete katisheg fx en bijhorende
cumulatieve verdeling’y, in Figuur 3.2 idem voor een continue kansverdeling.

Een vereiste voor zowel de discrete als de continue vegksiirs dat die genormaliseerd
moeten zijn, de totale waarschijnlijkheid moet namelijkjh.2Voor de discrete verdelingen
komt dit neer op het volgende

en voor de continue verdelingen moet het volgende gelden

+oo
/ fx(z)de =1 . (3.6)

—00
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Figuur 3.1:lllustratie van de verdelingefi enFx van een discrete stochastische variabele.
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Figuur 3.2:lllustratie van de verdelingefy enFx van een continu stochastische variabele.

Indien deze voorwaarde niet geldt wanneer een theoretiszidelingfx () gegeven wordt,
dan moet een normalisatiefactoy,,.,, ingevoerd worden. De verdelingen moeten dan her-
schaald worden met een fact6t,,,.,, die onafhankelijk is van de stochastigken die de
verhoudingen van de waarschijnlijkheden behoudt. Dit gebep volgende manier voor
een discrete verdeling

() = Chorm - fx(x;) Vi€ {1,2,...,n} (3.7)
en voor een continue verdeling
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)?orm(x) = Cnorm : fX (SC) (38)
waar de waarde voar,,,,, bepaald wordt als volgt
C -t (3.9)
O fx (@) '
voor een discrete verdeling, en
C -t (3.10)

voor een continue verdeling. Voor de genormaliseerde Viegin f3°™(z) geldt dan wel
de relatie 3.5 of 3.6.

Ook voor de theoretische verdelingen kunnen we kentallénideen. Dit zijn dan theo-
retische grootheden, bekomen uit de analytische vodrgielan een statistische variabele,
namelijk het functievoorschrift. Deze wiskundige funstorden gekarakteriseerd door
enkele constanten die we parameters noemen. Neem bij\edrbe klassieke Maxwell-
Boltzmann! verdeling:

f(E) = 7,46;/'@ (3.11)

welke de waarschijnlijkheidsdichtheid weergeeft dat eegltfe een zekere energiebezit.
In deze verdeling vinden we twee constante parameters, lijlaghe constante van Boltz-
mannk (gelijk aan 1.3807 10¢** J/K) en de temperatudf (die ook voorkomt in de nor-
malisatieconstantd). Indien €én van beide parameters verandert, hebben nvaieewe
waarschijnlijkheidsdichtheidsverdeling gedefinieerd.

Als we verschillende verdelingen willen vergelijken, maretwe de analytische func-
tie grafisch voorstellen en met onze eigen ogen de bekomdielgna vergelijken. Dit is
duidelijk een process dat weinig kwantitatief is. Daar wer lgjeen experimenten uitgevoerd
hebben, maar uitgaan van een hypothetische verzamelingneindig veel experimenten,
moeten we spreken over theoretisch verwachtte grootheddaats van empirisch bepaalde
grootheden. Bijgevolg moeten we een fundiigX | definiéren? die gebruik maakt van de
stochastiekX en een verwachtingswaarde als functiewaarde geeftg(®s een functie is
van stochastielkX met waarschijnlijkheidsdichtheidsverdelirig, dan is de verwachtings-
waarde vary(X) voor een discrete verdeling gelijk aan

n

Elg(X)] = Zg(ﬂfz) Ix () (3.12)

i=1

en voor een continue verdeling gelijk aan

Blg(xX)] = [ 9(@) fx(x) do (3.13)

IWe gaan ervan uit dat een oneindig aantal deeltjes zich iredfele energietoestand kunnen bevinden.
2De notatieF| X | komt uit het Engels waarZ’ staat voorExpectation
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waar ) de steekproefruimte vaX is. Merk op dat de verwachtingswaarde niet steeds
bestaat, daar de reeks of de oneindige integraal kan drnegrgEr bestaan eenvoudige reken-
regels voor de functi€&’[ X |

e ElaX]| = a E[X], voor elkea € R meta # 0;
o E[X +0b] = E[X]+0,voorelkb € &;

e E[b] = b, voor elkeb € R;

o |E[X]] < E[IX]].

Dit brengt ons tot het definiéren van de kentallen of de mderenan een theoretische
verdeling. Hett"4 orde moment van de verdeling van stochasfieklefinieren® we als
(ke€{0,1,2,..})

pe(X) = BIXH = [ fue) da (3.14)

—00

of de verwachtingswaarde van de verdelik§. Deze is bijgevolg zelf geen functie meer
vanz, enkel een theoretische grootheid die de verdeling vanadbastiekX karakteriseert.
De gemiddelde waarde van een verdeling is het moment vateesde en noteren we als
1 = p1. Het centrale moment van de verdeling van stochastielan ordek definiéren we
als

oo
(X)) = B[(X - BIX))*] = B[(X — )] = / (= p)* fx(x) da (3.15)
of de verwachtingswaarde van de verdelidg — x)*. Daar de verwachtingswaarde van
sommige verdelingen niet bestaat, zullen ook sommige \iagla geen momenten van een
bepaalde orde hebben. Wel geldt dat indien/tfemoment van een verdeling bestaat, ook
alle lagere orden bestaan.
Via de binomiaalwet kunnen we een verband leggen tussen deenten en de centrale

momenten van een verdeling, namelijk

k _ k _
(x — p)¥ = 2% — ( ) ) AT < 5 ) AR TR By (s B LV (3.16)
Nemen we van beide leden de verwachtingswaarde, dan beksenen

k k
[y = 1tk — ( ) ) fik—1 jt+ ( 5 ) fi—a i — o+ (=18 (3.17)

en daany = 1 enp; = p kunnen we een verband tussen beide types momenten opstellen
Met behulp van deze momenten kunnen we het gemiddelde erand@asirdafwijking
definieren van een theoretische verdeling. Zoals reeaseldr kunnen we het gemiddelde

3Analoge definitie voor discrete verdelingen.
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van de verdeling bepalen als het eerste orde momenterwijl de theoretisch variantie
Var[X] van de verdeling van de stochastische variaBelgegeven wordt door

VarX] = E[(X — B[X))?] = 1(X) (3.18)

het tweede centrale moment, of

Var(X] = E[X?| — (E[X))? = > — 1} (3.19)

een combinatie van gewone momenten. In sommige toepassmpet eenvoudiger om de
eerste uitdrukking te gebruiken, terwijl voor andere t@&sgagen de tweede eenvoudiger is.
De theoretische standaardafwijking bekomt men vig

o, =/ Var[X] . (3.20)

Hiermee kunnen we ook enkele nuttige eigenschappen aamvanele variantie, namelijk
e Var[aX] = a*Var[X]
e Var[X + b = Var[X]
e Var[b] =0

Het concept van momenten van verdelingen kunnen we uitbaes toepassen op em-
pirische gegevens in plaats van op theoretische verdelingée moeten dan de integralen
voor de continue verdelingen vervangen door sommaties deer < oo verschillende
metingen.

Met behulp van de momenten willen we ook de vorm van de varggfiamelijk de sym-
metrie, karakteriseren. Onder de kentallen die de vorm ide&n van een waarschijnlijk-
heidsdichtheidsverdeling vinden we de zogenaamde satidgih het Engels dekewnegs
en kurtosis.

Voor een symmetrische verdeling vallen het gemiddelde emeédiaan samen. Een
grootheid die de symmetrie van een verdeling karaktetigeerbijgevolg het verschil kun-
nen zijn tussen het rekenkundig gemiddelde en de mediaak k@men we aantonen dat
voor een symmetrische verdeling elk centraal moment vamesnarde gelijk is aan nul. Bij-
gevolg kunnen we bijvoorbeeld het derde centrale momegats een maat van de scheefheid
van een verdeling beschouwen. Om uiteindelijk een dim&meegrootheid te bekomen,
delen weu; door de derde macht van de standaardeviatie en definiéreteweheefheid-
scoéfficienty; van stochastieK als

= 5t @2
Iz 22

Indien ~;(X) verschillend is van nul, kunnen we concluderen dat de vergleliet sym-
metrisch is.

4De waarde van de grootheden aangeduid met Griekse sympgle&m o, halen we uit theoretische
verdelingen, terwijl we de waarde van grootheden aangedeidLatijnse symbolemr en s, uit empirische
gegevens halen.
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Een ander kenmerk van de vorm van een verdeling is de diktele#astaarten’ van de
verdeling. Als de uiteinden van de verdeling een relatietgdichtheid hebben, vergeleken
met het midden van de verdeling, spreken we van dikke of bestaikte staarten. Dit kwan-
tificeren we met behulp van een vierde centrale moment, die di® factor(z — E[X])* in
zijn uitdrukking relatief meer bijdrage zal hebben van daasten vergeleken met de lagere
momenten zoals het tweede centrale moment. Om alweer eamnsi@oze grootheid te
bekomen, delen we door de vierde macht van de standaarkiaigvgn bekomen we

(X)) =t g3 (3.22)

als uitdrukking voor de zogenaamde kurtosis (Grieks voolviwg). Het getal 3 komt
overeen met de waarde vé@gl voor de normale verdeling (zie Hoofdstuk 4). Men bepaalt
bijgevolg de dichtheid van de staarten van de verdelingie¢lten opzichte van deze van
de normale verdeling. Een verdeling met positieyeX ) heeft dichtbevolkte staarten (ook
wel platycurtic genoemd omdat men initieel verkeerd daeldat verdelingen zijn met een
platte top), terwijl een negatieve waarde veefX ) aanduidt dat de staarten dunbevolkt zijn
(ook wel leptocurtic genoemd).

3.3 Meer-dimensionale verdelingen

In vele gevallen kunnen we aan de elementen in de steekpnoedr(2 meerdere stochas-
tische variabelen toekennen. In het universum vinden wesoaddere een verzameling
sterren. We kunnen deze beschouwen als elementerf) van de steekproefruimte en
aan elk element verschillende stochatische variabglén| i € {1,2,...,n}} toekennen.
Deze variabelen kunnen bijvoorbeeld zijn: codrdinatendpzichte van de Aarde, tempera-
tuur, straal, kleur, druk in het centrum, enzovoort. Dit kéjmoorbeeld ook het gelijktijdig
werpen van twee dobbelstenen zijn, waade stochastische variabele is die de uitkomsten
van de ene dobbelsteen beschrijft ¥rde stochastische variabele voor de andere dobbel-
steen. Elk van deze variabeléfy kan waarderr; aannemen die zowel discreet als continu
kunnen zijn. We spreken dan van een n-dimensionale stastiastvariabele of kansvector.

We beschouwen hier enkel het speciale geval van twee-diorais veranderlijken =
(x,y). Hier moeten we de veranderlijkeinterpreteren als codrdinaten in het vlak, waarbij
x de waarde van de coordinaat geeft langs €én asdmwaarde van de coordinaat langs
een tweede as. De cumulatieve verdelingsfun€tiezan een twee-dimensionale kansvector
Z = (X,Y) wordt gedefinieerd als volgt

Fz(a,b) =P(X <a en Y <b) . (3.23)

Zoals in het vorige kunnen we alweer een onderscheid malesenudiscrete en continue
kansvectoren. Om de definitie van de waarschijnlijkheictsitieidsverdeling mogelijk te
maken voor continue kansvectoren, leggen we de extra eisabpelgemengde tweede
afgeleide van de cumulatieve verdelihg moet bestaan, zodat

azFZ(xa y)

24
0x 0y (3.24)

fZ(x7y> =
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en omgekeerd

Fy(z,y) = /_io /_yoo fz(u,v) dudv (3.25)

waar f(u, v)dudv de waarschijnlijkheid weergeeft dateen waarde zou aannemen in het
oneindig klein intervalu, u + du) en daty een waarde zou aannemen in het oneindig klein
interval (v, v + dv). Bijgevolg kunnen we voor iedere deelverzamelihgan de steekproef-
ruimte 2 de waarschijnlijkheid bepalen dat een experiment restilieele waarder(z, y)
metz = (z,y) € A, namelijk

P(Z € A) = / /A Fr(u,0) dudv . (3.26)

of ook

P(Z € A) = FZ(U2,U2) — Fz(ul,vg) — FZ(U2,U1) + FZ(ul,vl) (327)

indien A afgebakend wordt door de coordinaten< = < u, op de eerste as en door de
coordinateny; < y < vy op de tweede as. Als we de integralen vervangen door sonsnatie
kunnen we op een gelijkaardige manier de waarschijnligklveipalen in een discrete steek-
proefruimte. Alweer moet gelden dat de totale waarsclkjméid 1 is of

+oo p+oo
/ fz(u,v) dudv =1 . (3.28)

Indien deze vergelijking niet geldt, moet men alweer camstaormalisatiefactorey,,,,,
invoeren die onafhankelijk zijn van de waardeeny. Men vermenigvuldigt de waarschijn-
lijkheidsdichtheidf (z, y) met eenzelfde factar,,,,.,, die constant is voor elke waardesn
Y.

Uitgaande van de twee-dimensionale verdelipgr, y) kunnen we de één-dimensionale
verdelingenfx(z) en fy(y) bekomen. Indien we de verdelinfx (z) willen bekomen,
moeten we veronderstellen daelke mogelijke waarde in de steekproefruimte wartkan
aannemen. We moeten dus integreren over alle mogelijkedenaamany of

fte) = [ falwy) dy (3.29)

en analoog voor de cumulatieve verdeling

Fx@) = [ /i:o f2(u,y) dudy (3.30)

waar we F'x(x) de marginale verdeling vam noemen. We zien duidelijk dat de twee-
dimensionale verdeling;(x,y) ondubbelzinnig de twee marginale verdelingén(z) en
Fy (y) definiéren, maar niet omgekeerd. De twee marginale wagnbjineidsdichtheids-
verdelingenF'y (x) en Fy (y) definiéren enkel de twee-dimensionale verdelipgr, y) in-
dien de twee stochastiekénenY onafhankelijk zijn. Dan geldt

fz(x,y) = fx(x)- fy(y) . (3.31)
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Indien deze vergelijking niet geldt, spreken we over gedlearde stochastieken. In het voor-
beeld over sterren zullen bijvoorbeeld de temperatuur edralein het centrum van de ster
gecorreleerd zijn, daar er een fysisch verband bestaatrtdietre voorbeeld over dobbelste-
nen heeft te maken met twee ongecorreleerde of onafhawkehlyiabelen, de uitkomst van
de ene dobbelsteen heeft helemaal geen invloed op de uitkamsle andere dobbelsteen.

De correlatie tussen twee stochastische variab&lem Y kunnen we ook wiskundig
kwantificeren met behulp van hun verwachtingswaarden elaniges (die we ook kun-
nen uitdrukken als verwachtingswaarden van momenten vaerdeling). De theoretische
verwachtingswaarde, zoals gedefinieerd in 3.13, kunnen we gemakkelijk vera&rem
naar meer-dimensionale kansvectoren, meer in het bijzormta een twee-dimensionale
kansvector hebben we

Elg(X,Y)] = //Q g(x,y) fz(x,y) dedy (3.32)

waar() terug de steekproefruimte voorstelt. Bijgevolg kunnen emveudig de gemiddelde
waarde vanX enY bepalen als

po=BX) = [ [ ppeg)ydudy = [ o [T gy dvde 333)

—00 —

en

i = BV = [ [ tote gy dedy = [y [ pptwyy dety 339

waar we direct gebruik kunnen maken van de marginale vegish. Het tweede centrale
moment of de variantie bepalen we op een analoge manier

Var[X] = 0% = BI(X = w)?] = [ [ (¢ = pua)? f2(w,y) dady (3.35)

en

Var[Y] = oy = B[(Y — p,)*] = //Q(y — y)? fz(a,y) dady . (3.36)

Met deze grootheden kunnen we een belangrijke grootheiiéesn die de twee-dimensionale
verdelingf(z, y) karakteriseert, namelijk de covarianti® (X, Y') (soms ook genoteerd als
o—iy) of het gemengde centrale moment

02, = coo(X,Y) = E[(X — po)(Y — pr,)] = E[XY] ~ E[X] E[Y] (3.37)
en bijhorende correlatiecoéfficiept.X, )

p— X Y) (3.38)

Oy Oy

SVergeet niet dat we dit het rekenkundig gemiddelde noemen empirische gegevens en berekenen via
sommaties over alle gegevens.
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Figuur 3.3:lllustratie van steekproeven van stochastieKeanY voor verschillende corre-
latiecoéfficienten.

De correlatiecoéfficienp(X,Y) heeft steeds een waarde die tussenen1 ligt ©. In
Figuur 3.3 vinden we een steekproef van 500 experimenteml@dwee-dimensionale ver-
deling fz(z,y), en dit voor verschillende correlatiecoéfficienten. Ketuidelijk dat wan-
neer de absolute waarde van de correlatiecoéffi¢igigroot is, de verdeling een opgelijnde
structuur heeft en de stochastische variabelen een geftearkelijkheid hebben van elkaar,
in tegenstelling top ~ 0 waar de lijnstructuur volledig weg is en de variabelen hifgg
eerder onafhankelijk zijn.

Dit begrip van correlatie tussen twee (of meerdere) stddtd® variabelen, eigen aan

5Dit wordt bewezen in de cursus 'Lineaire Algebra’ en houdtamd met de ongelijkheid van Cauchy-
Schwartz.
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elementen uit de steekproefruimte is essentieel in de welbap. De Russische chemicus
Dmitriy Mendeleev (1834-1907) kon via de correlaties djerbind tussen de eigenschappen
van atomen en hun atoommassa zijn bekende tabel opsteligmet®pstellen van nieuwe
theorieén of bij het onderzoeken van nog ongekende fenemeayaat men meestal zoeken
naar verbanden tussen waarnemingen en/of verbanden misseheden. Door het kwan-
tificeren en nadien bestuderen van deze correlaties, dntakvaak nieuwe ideéen over het
onderwerp.

Eenvoorbeeld is het zogenaamde Hertzsprung-Russell @faBjam in de sterrenkunde.
Een Hertzsprung-Russell diagram is een twee-dimensionedegave van een verzameling
sterren. In de Figuur 3.4 wordt elke ster weergegeven doopeet met twee bijhorende sto-
chastische variabelen, namelijk de luminositeit van de(bigzoorbeeld relatief ten opzichte
van de luminositeit van de ster in het midden van ons zonaksest de Zon) en de opper-
vlakte temperatuur van dezelfde ster. Aan de hand van dg&rebservaties kan men mo-
dellen opstellen voor de evolutie van sterren.

1067
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Figuur 3.4: lllustratie van een Hertzsprung-Russell diagram als veeld van een geob-
serveerde correlatie tussen twee stochastische vanabatecen ster.

3.4 Bewerkingen met stochastische variabelen

In sommige toepassingen willen we uit de verdelfiiggvan een stochastische variabéle
de verdelingfy halen van een stochastische varialiéldie gerelateerd is met als

y=9(2) (3.39)
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waarg(z) een functie is vam die y ondubbelzinnig bepaalt. Met ondubbelzinnig bedoelen
we een functie waar de waarde vafx) eenduidig bepaald is. Dit wordt geillustreerd in
Figuur 3.5.

y } eenduidig y niet eenduidig

X

Figuur 3.5: lllustratie van functies die eenduidigr{e-to-one mappingen niet eenduidig
(many-to-one mappingijn.

Voor een continue verdeling met cumulatieve kunnen we schrijven dat

Fx(t) = P(X < t) = P(Y = g(X) < g(t) = u) = Fy(u) (3.40)

indieng(x) een stijgende functie isl¢(z)/dz > 0) en

Fy(t) = P(X <) = P(Y = g(X) > g(t) =u) = 1 — Fy(u)  (3.41)

indien g(x) een dalende functie isi¢(z)/dx < 0). Bijgevolg kunnen we stellen dat de
afgeleide van de cumulatieve funcfig

dx

dy

gelijk moet zijn aan de afgeleide van de cumulatieve funktieen dus geldt

dFx(z) = fx(z) dx = fx(x) dy (3.42)

frly) = ’% fx(a) . (3.43)
dx

Indien de functigy(z) niet eenduidig is, moet men sommeren over alle mogelijkhede

i=1

-1
" [ |dg(x
frl) =3 (\ ) ) (e (3.44)
waarn het aantal mogelijkheden is.
Als voorbeeld kunnen we teruggrijpen naar de verdeling varwell-Boltzmann die we
ook kunnen schrijven als de verdeling van de snellherdn een molecule met massain
een gas met absolute temperatiiur
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fr(v) =av?e ™ Yu:0<v<oo (3.45)

waar V' de stochastische variabele is met waarden is een normalisatiefactor ef =
m/2kT (k de constante van Boltzmann). Met deze kennis willen we etewwat de waar-
schijnlijkheidsdichtheidsverdeling is voor de kinetis@nergier

1
E= amzﬂ : (3.46)

Door deze vergelijking af te leiden bekomen we

dE = mvdv (3.47)

en kunnen we bijgevolg schrijven dat{ t)

2t _ Q2t 1 m

of

fet)=o Ve (3.49)

o = a\/Tg en [ = L . (3.50)
m m

Hier is £/ de stochatische variabele die waardd@an aannemen (hier heb ik niet gekozen
voor e als waarde voor stochastiékom de verwaring met de exponentiaal te vermijden).

met

Het is soms nuttig om het empirisch gemiddelde van de sonprbetct of een functie
van stochastische variabelen te bepalen. Voor de som errdiigt beschouwen we twee
stochastische variabeleXi en Y die waarden: eny kunnen aannemen en hebben we
metingen gedaan, namelifKx;, y;) | i € {1,2,...,n}}. Voor de somX + Y schrijven we
het rekenkundig gemiddelde als

n 1
sz+yz = _sz +

Sy =T+7Y (3.51)

3|H

en de variantie als

n
2
Ovty = -1

) — (T Fy) = o2 + 05 +2-cov(X,Y) (3.52)

1:1
en indienX enY niet gecorreleerd of onafhankelijk zijn, vereenvoudigtzith tot

U:%er = o2 + 0'; : (3.53)

Deze uitdrukkingen voor de som zijn eenvoudig om te zettaar galijkaardige uitdruk-
kingen voor het verschil van twee stochastische variabelen
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Voor het product van twee stochastische variabeleen Y die n keer gemeten zijn,
vinden we volgende relatie

n

n-cov(X,Y) = Z(xi—f)(yi—g) = ixi(yi—y) -7 i(yz—y) = inyi—nf@ (3.54)

i=1

en bijgevolg

1 n
T y=—> zy =Y+ cov(X,Y) . (3.55)
nis
Voor de variantie van het produkt kunnen we volgende ideingebruiken

vy —TY=T(yi —Y) + (v —T) + (2 —7)(y: — 7) (3.56)

en de veronderstelling dat de varianties vaenY klein zijn ten opzichte van de rekenkundige
gemiddeldent en 7, met andere woorden dat de laatste term in het rechterliduitan
drukking 3.56 verwaarloosbaar is ten opzichte van de twegeoDit is zeker waar indien
de variabelen onafhankelijk zijn. We bekomen dan voor deaée

D = T g D~ 7) 4 Bl — ) = 7 4 7

(3.57)
Het is soms nuttig om de stochastische variabélée transformeren via een functigz)
en om van deze functie het gemiddeltle:) en de variantierj%(x) te bepalen. Om niet voor
iedere empirische meetwaarde afzonderlijk de functiede#rz;) te hoeven uitrekenen,
willen we de relatie nagaan tusséfx) en f(z). Dit kunnen we doen door bijvoorbeeld het
verschil tussen beide te bepalen

F@) - (@) = znj 7)) . (3.58)

1
n =1

Indien de functief(z) tweemaal afleidbaar is, kunnen we de functie benaderen met ee
Taylorontwikkeling ronde; = =

() (7
f"() D) = f(@) + (5 —T)f(T) + %(SCZ — f)zf//<f> +... (3.59)

n=0
waar we alle termen van hogere ordeX 3) verwaarlozen. We verkrijgen bijgevolg

n

LS (fa) -

=1 =1

n

LS @) e Y @) ) (3,60

"z

flz)=f(@) =

waar de eerste term in het rechterlid gelijk is aan nul. Dadorgik te maken van de verge-
lijking

42



STOCHASTISCHE VARIABELEN EN VERDELINGEN

f(xi) = f(2) = f(wi) = f(@) + f(7) = fl2) (3.61)
kunnen we volgende benadering maken voor de variaﬁgg
Py = 3 (Fe) — (@) (3.62)

of door gebruik van vergelijking 3.61

Ofa) = LS ) - @) - 2 (F@ - r@)° (3.63)

n—1i3

en via de Taylorontwikkeling 3.59

: zn: (f/(f)(ﬂfz —T)+ %f”(f)(xz — 5)2)2 _

=1

n

O — —— (@) - /@) (3.64)

en als we alles uitschrijven en gebruik maken van het var3@0 vinden we

0iw =~ (@0l (3.65)

Dit geldt indien|(z; — 7) f”(x)| veel kleiner is danf’(z)| voor allei € {1,2,...,n}. Indien
deze tweede afgeleide inderdaad klein is, kunnen we odksteat het verschil 3.60 klein
is en dus

f(@) ~ f(2) (3.66)

of het rekenkundig gemiddelde van de empirische gegefénsongeveer gelijk is aan de
functiewaarde van het rekenkundig gemiddefdd®e benaderingen 3.65 en 3.66 zijn exact
indien de functief (z) lineair is, de tweede afgeleide is dan namelijk gelijk aah nu

Analoog willen we de verwachtingswaard®”] kennen van de sorf = X + Y/, het
productZ = XY of een functieZ = f(X) van stochastische variabelen die voorgesteld
worden door een theoretische verdeling in plaats van aama Van empirische gegevens.
Via de definitie van de verwachtingswaarde 3.32 kunnen weoeglig volgende uitdruk-
kingen bewijzen:

e E[X +Y]|=E[X]+ E[Y];
e E[XY]|=E[X]E]Y];
e Var[X + Y] =Var[X] +VarY] +2p(X,Y) \/Var[ X|Var[Y] ;

e Var[XY] =VarX] Var[Y] + E[X]?> Var[Y] + E[Y]? Var[X] .
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Waar de eigenschappen voor het prodXitt enkel gelden indien de stochastische variabelen
X enY onafhankelijk zijn. Deze eigenschappen kan men uitsamijpoor zowel discrete
als continue verdelingen. Voor onafhankelijke of ongegleerde stochastische variabelen
bekomen we welgekende uitdrukking

Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y] (3.67)

die de variantie van de som (of verschil) van twee variabgtdijkstelt aan de som van de
varianties van de twee afzonderlijke variabelen. We zulger zien hoe we de variantie
van een functieZ = ¢({X;}) bepalen aan de hand van de varianties van de verzameling
individuele stochastische variabeleN;} en hun onderling functieverband.

3.5 Grafische voorstelling van empirische gegevens

De theoretische verdelingen kunnen we voorstellen dooahatytische functie. Empirische
gegevens bekomen uit een eindige set metingen echter, nevetvoorstellen aan de hand
van ruwe datdz; | i € {1,2,...,n}}. Deze ruwe data gebruiken we bijvoorbeeld om het
gemiddelder, de standaardafwijking, of de verschillende momentes, of u; van de
verzameling gegevens te bepalen. Maar om deze data visageakstellen in een publicatie,
moeten we de ruwe data compacter neerschrijven.

Dit gebeurt door middel van een zogenaamd histogram. Eéoghngn wordt gevormd
door het verzamelen van ruwe ddta } in N klassen{k; 1 < z; <k; |j € {1,2,..., N}}.
Een parameter die het histogram definieert is de klassedter&e= k; — k;_; die meestal
constant genomen wordt voor elke waarde yaioor elke metingr; gaan we na in welk
half-open intervalj deze geklasseerd kan worden. Indien we dit gedaan hebberalM®o
n metingen, kunnen we de frequentige bepalen voor elke klassg Als klasse; = 3
bijvoorbeeld bevolkt wordt door 14 van demetingen{z;}, danis de frequentie van deze
klasse gelijk aarf; = 14. Bijgevolg geldt

ﬁjfj =n (3.68)

dat de som van alle frequenties over alle klassen gelijk migeiaan het totaal aantal uit-
gevoerde empirische metingen. Elke meting moet namelgkres voorkomen. In een his-
togram wordt bijgevolg alle ruwe datar;} gesorteerd. Deze ruwe data worden nadien
verdeeld in klassen van meestal dezelfde breedte. In dsgrafvoorstelling representeren
we elke klassg door een rechthoek met breedte gelijk aan de klassenbreedten hoogte
die overeenkomt met de frequentigvan de klasse. De oppervlak$e van de rechthoek is
bijgevolg evenredig met de frequentig namelijkS; = K - f;.

In Figuur 3.6 vinden we vier voorbeelden van histogrammenddizelfde verzameling
ruwe data weergeven maar met verschillende klassenbreddte= 1.0,0.5,0.1 en 0.05.
Het is duidelijk dat, indien de klassebreedte te groot isy e structuur van de verdeling
niet weergeeft. Het histogram met klassenbreddte 1.0 heeft namelijk slechts één piek,
terwijl de ruwe data duidelijk rond twee verschillende wiear gespreid liggen, namelijk
x = —1.0 enz = 1.0. Ook indien de klassenbreedte te klein wordt, bijvoorbéele 0.05,
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Figuur 3.6:lllustratie van een één-dimensionaal histogram van Bifiésche gegevens van
stochastiekX , dit voor verschillende klassenbreedt€n

verdwijnt de algemene structuur van de verdeling. Het kiezs de waarde van de klassen-
breedte is bijgevolg essentieel en kan ook misbruikt woarbepaalde structuren van de
verdeling te verdoezelen. In de praktijk dient men het d&iaasenV te kiezen aan de hand
van het aantal empirische metingen Hoe grotern, hoe kleiner we de klassenbreedte
kunnen nemen en bijgevolg hoe meer klasdeer zijn.

Een histogram kan helpen bij het oplossen van volgende rrage

e Wat is de onderliggende theoretische verdeling van de ratee 2l

e Wat is de ligging van de ruwe data ?

e Hoe groot is de spreiding van de ruwe data ?
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¢ \0Igt de data al dan niet een symmetrische verdeling ?

e Zijn er uitschieters die misschien op meetfouten duiden ?

Het is ook eenvoudig om de waarschijnlijkheidsdichthegideling af te leiden uit het abso-
lute histogram. Men kan namelijk alle frequentjgsielen door het totaal aantal empirische
metingen

P

J

- % (3.69)

waar P; de empirische waarschijnlijkheid voorstelt van iederesséy.

Twee nieuwe grootheden kunnen gedefinieerd worden aan adevaanhet histogram,
namelijk de modus en de modale klasse. De modus van een sieélgpde meest voorko-
mende waarneming. Voor een discrete stochastiek is dittalesssn nuttige grootheid, daar
indien het aantal metingengroter is dan het aantal elementen in de steekproefriimien
steeds elementen € 2 heeft die meerdere keren voorkomen. In het geval van eeimcent
stochastiekX die alle waarden € R = (2 kan aannemen, komt elke waarde meestal slechts
eén keer voor. Na het catalogeren van de ruwe gegevensiihis®gram, kan men wel
spreken over de klasse met de grootste frequeitidlen noemt deze klasgede modale
klasse.

Het concept van een één-dimensionaal histogram kunneiritkreiden naar meerdere di-
mensiesl. Hiervoor moeten we enkéldimensionale klassen definiéren die bevolkt worden
met de empirische metingen van de stochasti€kén X, ..., X,;) toegekend aan de ele-
menten. Het totaal aantal metingen die binnen klagses, ..., j4) vallen geeft de frequentie
JG1.jo...j0) WeEr. In twee dimensies is dergelijk histogram nog eenpudor te stellen.
Voor meerdere dimensies kunnen we de marginale verdelingenled-dimensionale ver-
deling voorstellen aan de hand van een histogram.

In Figuur 3.7 vinden we vier voorbeelden hoe we een twee-d&omale verdeling van
stochastiekerX enY grafisch kunnen voorstellen.

e Descatterplot: Elke meting van de steekproef wordt voorgesteld door e@nipthet
twee-dimensionaal vlakX, YY), waar de waarden van de coordinaten overeenkomen
met de empirisch gemeten waarde van de stochastieken. @pnuzier kan men
een overzicht krijgen van waar de data zich bevindt en kan mogmaar individuele
uitschieters zoeken.

e Hettwee-dimensionaal histogranof legoplot Dit is de twee-dimensionale voorstel-
ling van de verzameling gegevens, opgesplitst in klasserndagte van de balk geeft
de frequentie van de klasse weer.

e Deboxplot: Ditis een gelijkaardige voorstelling als het histograneymmoet namelijk
ook de data ordenen in klassen. Hier is de oppervlakte vavidrdtant evenredig met
de frequentie van de klasse. Deze voorstelling is soms lijiuetedan het eigenlijke
histogram zelf.
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Figuur 3.7: lllustraties van eenzelfde twee-dimensionale verdeliag 8000 empirische

gegevens van stochastigkenyY .

e De contourplot: In deze voorstelling worden in het twee-dimensionaal \(I&KY")
punten (effectieve middens van klassen) verbonden meaelikalien ze dezelfde fre-
guentie hebben. Men kan spreken van iso-frequente lijresar, @analogie met isobare
of isotherme lijnen die men terugvindt op weerkaarten. Neeaaakt men gebruik
van een interpolatie tussen middens van klassen, daar naenzgvee klassen vindt

die dezelfde frequentie hebben.

We zien twee gescheiden ophopingen van empirische gegewetsie(z, y)-coordinaten

(+1.0,+1.0) en(—1.0,—1.0). In de scatterplot is het moeilijk te zien dat de ene ophoping

meer bevolkt is dan de andere, terwijl dit in de andere vetinsgen duidelijk zichtbaar is.
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De correlatie tussen de stochastieRérnY is aan de andere kant bijna niet zichtbaar indien
men het histogram of de legoplot bekijkt, en wel duidelijgrtbaar indien met de andere
voorstellingen bekijkt. De boxplot en de contourplot getgna geen informatie over het
aantal empirische gegevens, terwijl men dit eenvoudigveegdflezen in het histogram of de
legoplot. Afhankelijk van wat men wil tot uiting brengen) naen een keuze moeten maken
in verband met hoe men de empirische gegevens grafisch gtiorst

Indien men de twee-dimensionale verdeling wil normaliseral enkel het histogram of
de legoplot veranderen, de box- en contourvoorstellingeanderen niet.
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Hoofdstuk 4

Standaard verdelingen

“Mathematics is the queen of sciences and arithmetics the
gueen of mathematics. She often condescends to render
service to astronomy and other natural sciences, but
in all relations she is entitled to the first rank™

C.F. Gauss
Sartorius von Walterhausen: Gauss zum &adniss, 1856

Vele fysische processen hebben een stochastisch karaktevlgen een theoretische
kansverdeling. Bijgevolg is het interessant om de ondgeligle wiskundige verdelingen,
die dergelijke fysische processen beschrijven, te bestudeVeelal zal men tijdens het
bestuderen van empirische gegevens hun waarschijnigktmhtheidsverdeling trachten te
benaderen door de verwachtte onderliggende theoretisaigeling. In dit hoofdstuk be-
schrijven we de belangrijkste verdelingen, alsook hunresgkappen. De eerste twee voor-
beelden zijn discrete verdelingen, terwijl de andere caiverdelingen zijn. Waar nodig
wordt er verwezen naar een typische toepassing uit de wesalde Natuurkunde.

4.1 De binomiaal verdeling

In Hoofdstuk 3 hebben we een Bernoulli experiment gedefidiaks een stochastiek met
een steekproefruimt@ die bestaat uit slechts twee elementeanb. We hebben dus een
discrete stochastische variabele die een waarschijeligkh< p < 1 heeft voor uitkomst
en een waarschijnlijkheig = 1 — p heeft voor uitkomsb. We zeggen bijgevolg dat een
Bernoulli verdeling beschrijft en noteren dit als

X ~ B(1,p) (4.1)
en bekomen eenvoudige uitdrukkingen voor de verwachtiagste (a»1 en b—0)
EX]=p (4.2)
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en de variantie

Var[X]| =p(1l —p) . (4.3)

Door het achtereenvolgens toepassen van verschillend®@érexperimenten, hebben we
de binomiaalwet afgeleid (zie bijvoorbeeld het Bord vant@dg. Als wen onafhanke-
lijke Bernoulli experimenten (met uitkomsten O of 1) met &anuitvoeren en de uitkom-
sten optellen, krijgen we een sormvann Bernoulli stochastiekeX, X, ..., X,, die allen
verdeeld zijn volgens dezelfde theoretische verdeliid, p). De stochastieR™ geeft het
aantal successen inpogingen en neemt dus gehele waarden aan tussen.OWa zeggen
dat de stochastieX

Y =X14+ Xo+ .+ X, (4.4)

binomiaal verdeeld is en noteren dit met

Y ~ B(n,p) . (4.5)

De discrete waarschijnlijkheidsdichtheidsverdeling deze stochastiek is bijgevolg

Frk) = ( Z )pk(l —p)" Tt Vke{1,2,.. n} (4.6)
de verwachtingswaarde wordt
E[Y] = E[Xi] + E[X,] + ... + E[X,)] = np (4.7)
en de variantie
Var[Y] = Var[X;] + Var[X,] + ... + Var[X3| = np(1 —p) . (4.8)

In Figuur 2.3 vinden we enkele voorbeelden van binomialdelangen.

Een toepassing van de binomiaalverdeling vinden we bij basttueren van deeltjes-
detectoren. We willen namelijk de sporen meten van gela@ettjds, afkomstig van de
kosmische straling en dit met behulp van dradenkamers dieféeiéntie hebben van 90%.
Dit komt erop neer dat wanneer een deeltje door de dradenkzamseert er een waarschijn-
lijkheid p van 90% is dat er een electrisch signaal geregistreerd wordtet andere woor-
den het deeltje gelocaliseerd kan worden. Om de baan vanesdijede kunnen bepalen,
hebben we minstens drie meetpunten nodig. Bijgevolg hellmeminstens drie lagen van
dradenkamers nodig. Maar we willen hierbovenop de kostpan het experiment zo laag
mogelijk houden en toch een waarschijnlijkheid van 99% leeldat we de geladen deeltjes
detecteren en een spoor kunnen opmeten. Hoeveel dradersk@méebben we minstens
nodig om die detectie waarschijnlijkheid van 99% te beho@d®it is een typisch bino-
miaal probleem, daar er slechts twee uitkomsten zijn : ©eten’ of 'niet detecteren’ en
het detecteren gebeurt met een waarschijnlijkipeidn 90%. Stel P(i,p, N') gelijk aan de
waarschijnlijkheid dat ef successen zijn uilv, als men weet dat de kans op succes voor
het individueel Bernoulli experiment (één dradenkangaijjk is aanp. Voor slechts drie
dradenkamers is de waarschijnlijkheid dat er in alle drie @etectie plaatsvindt, gelijk aan
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P(3,0.90,3) = 0.90° = 0.729 of ongeveer 73%. VoolN dradenkamers is de waarschijn-
lijkheid dat minstens drie dradenkamers detecteren gadifk

N N
4 (N
P(3,0.90,N) =Y P(i,0.90, N) = 3 0.90°(1 — 0.90)~* ( . ) 4.9
( )= X P( ) = 2090 e (4.9)
wat we kunnen oplossen nadrmet de voorwaarde ddt(3,0.90, N) > 0.99. Voor N = 5
vinden we een waarschijnlijkheid van ongeveer 99.1% datkeltje dat door de volledige
detector passeert, zal gedetecteerd worden in minstenkagden.

4.2 De Poisson verdeling

Het kan gebeuren dat sommige gebeurtenissen zeer zeldekorten, met ander woorden
dat de waarschijnlijkheid zeer klein is. Denk bijvoorbeeld (gelukkig) aan verkeegssok-
ken. Niettegenstaande we veel met de auto rijden, gebetzelten dat we betrokken zijn
in een botsing. Het is slechts omdat er veel mensen met deipl€io en ze dat ook in totaal
over lange afstanden doen, dat we iets kunnen zeggen oveothgeld de relatie tussen het
dragen van een gordel en de ernst van het letsel, opgelggendieen botsing. Bij derge-
lijke onderzoeken kan de Poisson verdeling een nuttigeliegizijn. De Poisson verdeling
was voor het eerst neergeschreven door de Fransman Singros Boisson in 1837 (zie
Figuur 4.1 voor een portret) en blijkbaar voor het eerst épagt door het Pruisische leger
in 1898 om iets te leren over de al dan niet dodelijke afloops@daten die vertrappeld
worden door hun paard.

De Poisson verdeling is een theoretische ver-
deling die waarschijnlijkheden toekent aan het
aantal keer een verschijnsel optreedt, ze geeft de
waarschijnlijkheidP, (¢) dat een verschijnsel ex-
actr keer optreedt in een gegeven tijdsinterval
in de veronderstelling dat de verschijnselen on-
afhankelijk van elkaar optreden.

Beschouw de stochastische variab¥lalie
het aantal verkeersongelukken weergeeft per dag
met verwachtingswaardg[Y| = N. Kunnen
we dan de spreiding of varianfiéwr[Y'| bepalen?
Per uur wordt de verwachtingswaarde dgf24
en per week' V, met andere woorden is de ver-
wachtingswaarde evenredig met de lengte van g
observatietijd. Stel dam gelijk aan een fractie
van de dag, dan geeft stochasti&k het aan- .
tal verkeersongelukken dat in deze fractie van de :
dag plaatsvindt, en geldf[X;] = 7N. Nu kun- Figuur 4.1: Portret van Slmeon Denis
nen we de observatietijd zo klein kiezen dat Poisson (1781-1840).
er hoogstens één verkeersongeluk plaatsvindt in
die tijdsspanne en neemt, slechts twee waarden aéren 1. Dit komt terug neer op een
Bernoulli experiment3(1, p) met een waarschijnlijkheid gedefinieerd aan de hand van de
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verwachtingswaarde,= E[X,] = 7N en een varianti&ar[X,| = TN(1 —7N). AlsY het
aantal verkeersongelukken op een dag is en een dag is opgdjedeadentieke stukjes van
lengter = 1/n dag, dan geldt

Y = ZXW- met nT =1 dag (4.10)
i=1
Hierbij is X, ; het aantal verkeersongelukken in féttijdsinterval met lengte. De stochas-
tische variabeleX; ;, X, o, ..., X, , zijn onafhankelijk en hebben allen dezelfde verdeling.
Bijgevolg geldt:

EY]=nE[X,]~nTN=N (4.11)

en

Var[Y]| =n Var[X;|] ~nTN(1—-7N)=N((1—-7N) . (4.12)

De gelijkheden worden exact indien men de limiet neemt naat kleine tijdsintervallen
(dan kunnen zeker geen twee verschijnselen plaatsvindégrnrtijdsinterval) ofr — 0
en bijgevolg ook voom — oo. Alleen met de veronderstellingen dat de verwachtings-
waarde per tijdsinterval constant is in de tijd en dat de akamt verschijnselen in twee
exclusieve tijdsintervallen onafhankelijke stochasiekijn, kunnen we de Poisson waar-
schijnlijkheidsdichtheidsverdeling volledig en eendgidefiniéren.

De Poissonverdeling’(\) waar A de verwachtingswaarde is, kunnen we vinden uit de
binomiaal verdeling3(n, A\/n) door de limiet voom — oo te nemen, dus als

Y ~ P()\) (4.13)
dan geldt
k n—k n —k
) n A A N n! A A
p=tn (1) () (-3) i (-3) (-3)
(4.14)
waar we enkele limieten kunnen gebruiken
lim <1 — 5) =e (4.15)
n—oo n
en
—k
. n! A

om uiteindelijk de Poissonverdeling te bekomen

)\k -

Py(k?)zﬁe

(4.17)
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Figuur 4.2: Enkele voorbeelden van de discrete Poisson verdeling nmetieétingswaarde
w. Ook de continue normale of Gaussiaanse verdélifg, ;1) wordt getoond als een stip-
pellijn.

Het is eenvoudig na te gaan dat de totale waarschijnlijkimeidrdaad gelijk is aan 1

> Py(k)=e? o = e et =1. (4.18)
=0 = k!
De verwachtingswaarde is
[e’e] %) )\k
EY]=Y kPy(k)=e? Y ——==c?Xed =) (4.19)
k=0 k=1 (k—1)!

en de variantie

\Voor een afleiding van deze limieten moet ik verwijzen naaese cursussen zoals Integraal- en Differen-
tiaalrekening.
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Var[Y] = E[Y? - E[Y]? = E[Y (Y — 1)] + E[Y] — E[Y]? = A (4.20)

waar we gebruik hebben gemaakt van de relatie

EY(Y —1)] = gj k(k—1) Py(k)=e? gj 0 i o = e Nt =22 . (4.21)

De binomiaal verdeling benadert een Poisson verdelinggmde waarschijnlijkheigh dat
een verschijnsel zich voordoet zeer klein is. Maar voor deiiaal verdeling moeten we
helaas twee gegevens kennen om de verdeling te definiémewlifk zowel de auto’s zonder
verkeersongeluk en het totaal aantal auto’s op de weg. Oridsd verdeling te specifiéren
moeten we slecht het eerste kennen, wat in de praktijk messtaoudiger is.

De Poisson verdeling benadert een normale of Gaussiaarsgeling (zie verder in dit
hoofdstuk) indien de verwachtingswaaré}Y’| groot wordt. De normale of Gaussiaanse
verdeling die een Poisson verdeling met verwachtingsvegatienadert heeft op zijn beurt
een verwachtingswaarde gelijk aaren een variantie gelijk agm, namelijk NV (u, 1) zoals
we dit zullen noteren. Dit kunnen we illustreren aan de haaal enkele voorbeelden in
Figuur 4.2.

De Poisson verdeling wordt gebruikt voor verschillendgsssingen, daar men de tijds-
intervallen kan vervangen door elke continue meetbaretigead zoals lengte, opperviakte,
volume, temperatuur, enzovoort. Waarschijnlijk het méestende voorbeeld is de studie
van het radioactief verval van atoomkernen. De atoomkenmiganelijk 'vervallen’ of 'niet
vervallen’ gedurende het tijdsinterval Omdat radioactief verval een statistisch proces is,
is het onmogelijk om te voorspellen of een bepaalde atoomkereg dan wel laat vervalt.
Men kan op die manier de halveringstijd definiéren als dittipnen dewelke gemiddeld de
helft van het aantal atoomkernen venfalZie ook verder bij de exponentiéle verdeling.

Het Irvine-Michigan-Brookhaven experiment heeft op 23réelni 1987 een aantal neu-
trino gebeurtenissen waargenomen in tijdsintervalleniMseconden. Dit op het moment
dat de supernova S1987a voor het eerst gezien werd doonasten. Ze bekomen volgende
resultaten:

aantal neutrino’s 0 1 2 3 45 6 7
aantal keer opgemetenl042 860 307 78 15 3 O 0]
in 10 seconden
Poisson voorspelling | 1064 823 318 82 16 2 0.3 0.03

Indien we willen verifieren of deze gegevens een Poissoteli@eg volgen, moeten we
het gemiddelde bepalen van het aantal neutrino’s waargenomen gedurendigdsenterval
van 10 seconden.

2Deze begrippen komen uitgebreid terug in de cursussen AdgeNatuurkunde.
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)= (frequentie) - (aantal neutrino’s) 860 +307-2+78-3+15-4+3-5 077
a AT 10424860 +307+78+15+3
(4.22)

De waarschijnlijkheden die overeenkomen met een Poissateleg P(\) met verwach-
tingswaarde\ = 0.77 komt goed overeen met de geregistreerde gegevens. In llasads
tabel vinden we deze voorspelling terug, waar we de wagndigkineden normaliseren voor
de totale observatietijdT". De achtergrond gebeurtenissen, welke neutrino’s zijaftiem-
stig zijn van de Zon, worden goed beschreven door deze Poigsdeling. Het experiment
detecteerde ook gedurende 1 enkel tijdsinterval in totaai@rino gebeurtenissen. Voor een
Poisson verdeling met een verwachtingswaardan 0.77 neutrino’s per 10 seconden geeft
voor dergelijke gebeurtenis slechts een verwachting vgeweer 0.0003 gebeurtenissen in
een totaal tijdsinterval\T. Deze gebeurtenissen heeft bijgevolg een zéér kleine kam
achtergrond van de Zon te zijn, en kan men associéren msigmstal van de supernova.

4.3 De uniforme verdeling

Deze eenvoudige theoretische waarschijnlijkheidsdadgverdeling/x beschrijft een sto-
chastiekX die een identieke waarschijnlijkheid geeft aan alle waard¢discreet of con-
tinue). Het functievoorschrift bekomt men door rekeningp¢eiden met de voorwaarde dat
de totale waarschijnlijkheid gelijk moet zijn aan 1. Binneet interval|a, b] hebben we
bijgevolg een verdeling

fx(x) = p— Vo € [a,b] . (4.23)
De verwachtingswaarde bekomen we door integratie

a+b

b1
Blx] = [ dr = 4.24
[ ] a b—a T 2 ( )
wat de oppervlakte van de rechthoek is. Voor de variantieinehn we
o a+b\> 1 _ (b—a)?
Var[X] = / (:c o ) e = (4.25)

De uniforme distributie wordt veel gebruikt om random getalte genereren. Indien men
een statistisch proces wil simuleren met de computer gaat mmeestal uit van random
getallen die men kan genereren als een uniforme verdelimgehi het intervalo, 1]. Via
zogenaamde Monte Carlo technieken kan men deze uniforntkelirgy omzetten in een
willekeurige verdeling die bijvoorbeeld het statistisebges onder studie benadert.

Een voorbeeld hiervan is de som van twee random getallen.m&ls op een student
wacht waarmee je een afspraak hebt tussen tijdstipa + 10 minuten om enkele begrip-
pen uit de cursus te herhalen, kunnen we stochasfidkfiniéren als de tijd die we moeten
wachten. Die tijd is bijgevolg uniform verdeeld tussen 0 @miinuten. Stel dat je nadien

3Eenvoudig om te zetten naar een discrete stochastiek.
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hebt afgesproken met een andere student om een ander deé¢ Veerstof te verduide-
lijken. Ook voor deze heb je in een tijdsinterval van 10 mamuafgesproken. We kunnen
bijgevolg een tweede stochasti®kdefiniéren als de tijd die je op de tweede student moet
wachten. Omdat de professor ook andere bezigheden heeftatdnten, besluit hij 's mor-
gens de waarschijnlijkheidsdichtheidsverdeling te bapadan de totale tijd die hij of zij
moet wachten. We kunnen bijgevolg de stochastiek- X + Y definiéren. Hoe is deze
stochastiek verdeeld ? En hoe is de stochasfiek > , X; verdeeld waar elk stochastiek
X; de wachtijd weergeeft in eenzelfde tijdsinterval van 10uten ? Wat gebeurt er indien
n— oo ?

4.4 De normale of Gaussiaanse verdeling

Wanneer we een aantal onafhankelijke stochastische
vgriabe_len sommeren, dan gaatde waarschijnli_j_kheids- /ﬂ» sy
dichtheidsverdeling van de som steeds meer lijken op | .
een zogenaamde normale verdeling (zie Hoofdstuk 5). //

Dit is de basis van het belang van de normale ver-/
deling, daar een waarneming vaak bestaat uit de sof
van een groot aantal toevalsgrootheden of stoch
tieken. In het geheel van alle theoretische verdelingé
is de normale verdeling de belangrijkste. Ze wordt oo_'
de Gaussiaanse verdeling genoemd naar Carl Friedri
Gauss (portret in Figuur 4.3), maar de vroegste ver-\§
melding vindt men in het werk van de engelsman %
Abraham de Moivre (1667-1754) in 1733. De meeste TR
empirische gegevens volgen deze normale verdeling, CF fork
vandaar de verwijzing naar ‘'normaal’. _

We hebben gezien dat de sdfivann onafhanke- Figuur 4.3: Portret van Carl
lijke Bernoulli experimented X; | i € {1,2,..,n}} Friédrich Gauss (1777-1855).
met verdelingB(1, p), binomiaal verdeeld is. De ver-
wachtingswaarde val ~ B(n,p) is bijgevolg gelijk aannp en de variantie gelijk aan
np(1 — p). De genormaliseerde verdeling

Y —np
np(1 —p)

heeft bijgevolg een verwachtingswaarde gelijk aan 0 en egiantie gelijk aan 1. Indien
n — oo bekomen we een mooie symmetrische verdeling die in de lideetlgende waar-
schijnlijkheidsdichtheidsverdeling aanneemt

7 = (4.26)

1 1.
fz(2) = \/%e 2 (4.27)

welke we de standaard of genormeerde normale verdelinggmmemnoteren met

Z ~ N(u=0,Var = 1) (4.28)
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waar de verwachtingswaarde en de variantie de curve vgltfinieren. Door over te gaan
naar poolcoordinaten

{:c = 1 cos¢ (4.29)

y = rsing
kunnen we aantonen dat

too 4, 2 +oo ptoo 4, 4 2moree 1,
(/ o d:c) _ / / e 2@+ oy = / / e 2" rdrdg =21 (4.30)
oo Joo o Jo

—00

en dat bijgevolg de totale waarschijnlijkheid van de verdgll is. Ook de verwachtings-
waardeE[Z] kunnen we verifieren doordat de verdeling volledig symiseltris

1 oo 1 1 0 1,2 oo 10
E[Z]:E/mzez :E(/mzez dz+/0 ze 2 dz)zO. (4.31)

De variantie kunnen we uitrekenen met partiéle integratie

400 1 +o0 1.9 1,2
/ 2 e 2 dr = —/ T de 2 = —gxe 2"

— 00 — 00

00 +oo 1,2
' +/ e 3 dr =21 (4.32)
zodat

1 +oo 1.2
Var[Z] = E/—oo Pe 2 dz=1. (4.33)

We kunnen de verdeling ook neerschrijven voor een willeigeuwerwachtingswaarde en
varianties?, namelijk

1 1 /2—p\?
fz(2) = N exp l—a < - ) ] (4.34)
die we noteren met
Z ~ N(u,0%) . (4.35)

Een belangrijk gegeven voor de volgende hoofdstukken isléataarschijnlijkheid dat de
normaal verdeelde veranderlijké een waarder aanneemt, die meer dan = ,/Var[X]
afwijkt van zijn verwachtingswaarde,, ongeveer gelijk is aah/3 of

2
P(lz—p| <o) =0.68269 ~ 3 (4.36)

Het buigpunt van de curve ligt ook op een afstandvan de verwachtingswaarde., daar
waar de afgeleid¢y () van teken verandert.

Een interessante stelling in verband met normaal verdsttdbastieken, is dat hun som
opnieuw normaal verdeeld is. Al ~ N(y,,07) enY ~ N(u,,o;) onafhankelijk en nor-
maal verdeeld zijn, dan is hun sath= X +Y opnieuw normaal verdeeld met verwachtings-
waardeu, = p, + p1, en variantieVar[Z] = Var[X] + Var[Y] en bijgevolgZ ~ N(u., o?).
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Een unieke eigenschap voor de normale verdeling is datrindlie~ N(u,0?), het
rekenkundig gemiddelde en de steekproef variantié onafhankelijke grootheden zijn.

In Figuur 4.4 vindt men enkele voorbeelden van de waardgkheidsdichtheidsverde-
ling fx(z) van enkele stochastieken die een normale verdelifyg,, o2) volgen.

(0,1) N(0,3) N(0,6) N(0,15) > [ Normaal verdelingen
EN(0,3) N(3,3) N(6,3)

2 0.4 Normaal verdelingen

0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1

0.05

Figuur 4.4:Enkele voorbeelden van de continue normale of Gaussia@ndeling.

De normale verdelingz(z) kan men uitbreiden naar meerdere dimengigg). Om
deze meer-dimensionale verdeling te beschrijven, gebru@dn matrix notatie. In de vol-
gende studiejaren zullen we het nut en gemak inzien van lijkegegompacte notatie.

Als {X; ~ N(0,1) | i € {1,2,...,n}} onafhankelijk zijn, dan is de-dimensionale
waarschijnlijkheidsdichtheidsverdelirfg (Z) = fx, (1) - fx,(z2) - ... - fx, (x,) constant op
den-dimensionale sfeer met middelpunt= 0 en straalR € &, omdat de verdeling enkel
functie is vanR = \/:c% + 2% + ... + 2. Ook dit is een eigenschap uniek aan de normale
verdeling. Werk dit zelf uit!

4.5 De exponenttle verdeling

Als we terugkomen op het voorbeeld van de verkeersongefykiennen we ook een sto-
chastische variabel@ definiéren die de tijd weergeeft tussen twee verkeersakigeh.
Deze stochastie” kan alle waarden aannemen tussen 0o e¢nmaar kan nooit negatief
zijn. Om de waarschijnlijkheidsdichtheid te bepalen, kemnve het aantal botsingex
beschouwen die gebeuren gedurende een tijdsinterval 7|. De duur van dit tijdsinterval
is gelijk aanT minuten en we stellen het gemiddeld aantal botsingen penuhipelijk aan
A. Bijgevolg volgt X een Poisson verdelingx (A7) en is de waarschijnlijkheid dat er in het
tijdsintervalr in totaalk botsingen gebeuren gelijk aan

Py (k) = (Al;)kew . (4.37)

In het bijzonder is de waarschijnlijkheid dat er geen bajsmgebeuren gelijk aan

Py (0) = (A(;)Oe—” = (4.38)
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De waarschijnlijkheidP (7T > 7) dat er geen botsingen plaatsvinden gedurende een periode
T is bijgevolg

P(T >7) = Px(0) = (4.39)

zodat

PT<T)=1-P(T>7)=1—¢"  voorT >0 . (4.40)

De stochastieK™ heeft dus een continue waarschijnlijkheidsdichtheidsetmg f(¢) die O
is voor alle negatieve waarden vaan

fr(t)=Xe™  voort >0 (4.41)

en we noemen de verdeling een exponentiéle verdeling maitrgder).
Een belangrijke eigenschap van deze verdeling is dat zeahyd geheugenverlies. Daar

P(T > s+t T >t ~As+to)
P(T > 541y |T > ty) = L4 ‘;ELTO::) o) _¢ =M =P(T>5)
0
(4.42)

en bijgevolg begint op elke plaats van d@eas eenzelfde verdeling (na hernormalisatie !).
Indien de verdeling opnieuw moet beginnen na een zekerg, tgdl die exact dezelfde ver-
deling volgen als deze die hij op een ander tijdstip zou begin De waarschijnlijkheden
die men berekent zijn onafhankelijk van het begintijdggipan de verdeling. Of nog anders
geformuleerd, als we geen gebeurtenis waarnemen tot datigif;, dan is de waarschijn-
lijkheid om in een hieropvolgende periode tot tijdstip> ¢; 00k geen gebeurtenissen waar
te nemen onafhankelijk van tijdsttp. Men kan bewijzen dat de exponentiéle verdeling de
enige verdeling is die deze vergeetachtige eigenschap heef

De exponentiéle verdelingi-(¢) met parametek heeft volgende verwachtingswaarde

+oo 00 +oo 1
E[T] = / Me M dt = —M“\+ + / e Mdt = (4.43)
0 0 0 A

en via de relatie

B[T?) = /+

oo 00 "+00 2
M2e ™M dt = —th—AT + / e M dt = — (4.44)
0 0 0 A2

bekomen we de variantie

1
Een toepassing van de exponentiéle verdeling vinden wetiradioactief verval van stoffen.

De levensduuf” van elk atoom in een materiaal is exponentieel verdeeld areinpeter).
Als N = N(t) de hoeveelheid radioactief materiaal op tijdstimorstelt, dan hebben we

Var[T| = E[T?] — E[T)? (4.45)

N(t) = N(t =0)e ™ . (4.46)
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De waarschijnlijkheid dat een atoom vervalt vooér hetstijd¢ wordt gegeven door de cumu-
latieve F'r(t) van de waarschijnlijkheidsdichtheidsverdelifygt)

Fr(t)=1—e™ (4.47)
wat ons onmiddelijk de relatie 4.46 geeft. Uit 4.46 volgt dat

dN (t)
dt
De mediaan voor deze verdeling is de tijd die nodig is om deéeleeid radioactief mater-

iaal tot de helft te reduceren. Vandaar dat we dit de halfuetadt, , noemen en we vinden
dat die gelijk is aan

— _AN(1) . (4.48)

In2

waarvoor geldt

Fr(tys) = P(T < tyys) = % =2 (4.50)
Let wel, deze verdeling gaat op voor een radioactieve ateométie op elk tijdstipg, aan
eenzelfde verdeling begint voor zijn verval. Voor de lewltng van een mens is dit niet het
geval. Een persoon van 70 jaar heeft gemiddeld een kortezadeerwachting dan iemand
van 18 jaar. De verdeling van de levensduur is bijgevolgraébljk van het begintijdstip
to. Daaraan zie je dat verzekeringsmaatschappijen steritegesseerd zijn in statistische
begrippen !

E Exponentieel verdeling P()\) s E Exponentieel verdeling P()\)
1.75 P(1) P(2) 0175 | P(0.1) P(0.2)

1.5
1.25

0.75
0.5
0.25

RARRRARRRN RRAZ RARR RARRRRAS)

Figuur 4.5:Enkele voorbeelden van de continue exponentiéle vemglelin

In Figuur 4.5 vinden we elke voorbeelden van de exponentiétdelingP(\). Zoals
we zien, kunnen we een verandering vannaar )\, interpreteren als een herschaling van
de X-as ) en Y-as (fx(z)) op de grafiek. Bijgevolg zijn de waarschijnlijkheidsdilbids-
verdelingen van de stochastiek&h ~ P(\;) en Xy ~ P()\2), namelijk fx, (z) en fx, (z),
identiek op een herschaling van de X-as en een hernormalisat
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4.6 De chi-kwadraat verdeling

Als de stochastiekeflX; | i € {1,2,...,n}} onafhankelijk zijn en bovendien standaard nor-
maal verdeeld zijn, met andere woord€n~ N (0, 1), dan heeft de som van de kwadraten

X=Y X?=X{+X +.+X] (4.51)
=1
een chi-kwadraat verdeling metvrijheidsgraden en noteren we dit met

De waarschijnlijkheidsdichtheidsverdeling van stocteisk wordt gegeven door

]. n x
fx(@)= =22 e (4.53)
voorz > 0 met de volgende definitie van defunctie
'+OO
I(t) = / 21 dy (4.54)
0

en volgende eigenschappen

o I

5)=(5—1)! alsn>2enevenis;
o [ (

)= (2 -1)(% —2)..(3)y/7 alsn>2enonevenis.

Met deze eigenschappen kunnen we de verwachtingswaardkebhep

(1)

1 +oo x n 2 +o0 % 21" n _ 1
BIX] = gt [Taetattae = o [Tt (572 AE DU,
2:T(3) Jo r(3) /o 2

2 I'(3)
(4.55)
en de variantie
Var[X] = E[(X — E[X])?] = E[X?] + n* — 2nE[X] = E[X?] —n* . (4.56)
Wetende dat
E[X? = 4F(F§( ;) 2 _ (n+2)n (4.57)

vinden we dat
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Var[X]| =2n . (4.58)

Als twee stochastische variabel&henY eeny?-verdeling volgen, namelijlik’ ~ x2 en

Y ~ x2,, met respectievelijk; enn, vrijheidsgraden, dan volgt de stochastische variabele
Z = X +Y eveneens eeg’-verdeling mety; + n, vrijheidsgraden. We kunnen namelijk
stellen dat

X=X{+X;+..+X, (4.59)
en
Y=Y +Y2 o+ Y (4.60)
en bijgevolg

Z=X4Y =X{+Xo4 .+ X +Y Y o+ Y~ X, - (4.61)

Ook dex?-verdeling wordt benaderd door een normale verdeling mdigroot wordt. De
genormeerde stochastische variabglmet

2 _
Z:Yb; (4.62)

convergeert naar de normale verdeliNg0, 1) indienn — oo. Dit is reeds een goede
benadering indien > 30.

X..—verdeling
Xz benadert met
N(u=20,0°=40)

05 Fi X, —verdeling
F 2 2 2 22

X1 Xz X5 Xa Xs 006;’

Ix\x)

Figuur 4.6: Enkele voorbeelden van de continye-verdeling voor verschillende vrijheids-
gradem en een benadering met een normale verdeliig, o*) aangeduid met een stippel-
lijn.

In Figuur 4.6 vinden we enkele voorbeelden vandeverdeling. We zien dat deze niet
symmetrisch is en dat de verdeling goed benadert wordt dmonermale verdeling indien
het aantal vrijheidsgraden groot wordt.

De y2-verdeling heeft veel interessante eigenschappen. Eé@n erordt duidelijk door
volgende redenering. Stel dastochastische variabeléfj onafhankelijk en normaal verdeeld
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X ~ N(0,1) zijn. We kunnen de veranderlijken voorstellen door een pudén-dimensionale
steekproefruimt&). Omdat we met onafhankelijke stochastieken werken, is degsehijn-
lijkheid om een punt in die ruimte aan te treffen evenredigine¢ product van de individuele
normaal verdeelde waarschijnlijkheden en bijgevolg exeigy mete~2X». De punten met
gelijke waarschijnlijkheden liggen op een (n-1)-dimemnsile hyperbol met straaf,,. De
waarschijnlijkheid voor een waarde van tusseny,, eny, + dy, is dus evenredig met
e~ 3Xn, vermenigvuldigd met het volume van de hyperbol-schil. |Batste is evenredig met
X" 'dyx, zodat

P(xn) ~ X5t e dy, (4.63)
We zoeken echteP(?), bijgevolg

dxn 1

Xn Xz_l em3 — dx, = XZ_Q e dxn (4.64)
dx; Xn
waar we de evenredigheidsconstante kunnen vinden dootale veaarschijnlijkheid te nor-
maliseren op 1. Dit leidt tot het vroegere resultaat 4.53roNderstel nu dat er tussen de

stochastische variabeley een lineair verband bestaat

P(x2) = P(xn)

waarbij we de constantef; als reéle getallen definieren. De puntétiggen nu op een
(n-1)-dimensionale sub-ruimte van de oorspronkelijkéimensionale steekproefruimte
De waarschijnlijkheidsdichtheid is nog steeds evenredigenzX+. De vorige redenering
is bijgevolg nog steeds geldig en men vindt dezelfde uitking voor de waarschijnlijk-
heidsdichtheid, behalve dat de dimensie van de hyperboéérets verminderd. Het aantal
vrijheidsgraden is bijgevolg gereduceerdot 1.

We kunnen dit veralgemenen : Indiervelineaire betrekkingen bestaan tussemadsto-
chastische variabelel; ~ N(0, 1), dan volgt de som van de kwadraten gén, -verdeling
metn — r vrijheidsgraden.

In Hoofdstuk 7 zullen we dg?-verdeling gebruiken om de verdeling van de variantie te
bestuderen.

Eén van de variabelen die earj-verdeling volgt en die veel gebruikt wordt tijdens
wetenschappelijke experimenten is de zogenaamde Root Bigaare variabele. Zoals de
naam suggereert is deze RMS waarde gedefinieerd als

VeRmSn = - Z x? (4.66)

waar de stochastieK bijvoorbeeld een ruissignaal beschrijft die meestal eemate ver-
deling volgt X ~ N(0,Vrumso). De waarde vavzy s is gedefinieerd als de verwach-
tingswaarde vark* of het tweede moment vak, bijgevolg isE[X?] = V3,,4,. Als de
metingen van de electrische ruis van een versterker nieteens elkaar genomen zijn, kan
men veronderstellen dat de metingen onafhankelijk zijnt tde voorwaarde geldt dat de
RMS stochastiek eeg?-verdeling volgt met een schaalfactor
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V2 VI%J\JS,O 2 4.67
RMSn ™ T Xn - ( . )

Hiermee vinden we ook dat de verwachtingswaarde ‘V@Ism gelijk is aan

V2
E[VI%MS,n] = % E[Xi] = VI%MS,O (4.68)

en dat indien het aantal metingen groot wordt-{ oo) de empirische waarde var)%MSm
convergeert naar de reéle waarde, welke de grootte is tamibsignaal/3,, . Dit wordt
verduidelijkt in Figuur 4.7 waar we 100 metingen doen vanze#ide ruisverdeling en de
empirische waarde vaWg,,s,, uitzetten. We zien dat de berekende waarde Wan s,
convergeert naaVzyso = 2.5 als we veel metingen maken. De zichtbare sprongen in
de grafiek duiden op een uitschieter in de metingen die daokwadraat een belangrijke
invloed heeft. Het effect van die uitschieters wordt kleials het aantal metingen toeneemt.

De Root Mean Square of RMS grootheid wordt bijvoorbeeld oekrgikt om wissel-
stromenl(t) te karakteriseren.

Ruis N(u=0,0?=2.5)
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Figuur 4.7: Een voorbeeld van 100 onafhankelijke metingen van Xiis: N (0, Viaso =
2.5) (links) en de empirische waarde VéR,; s ., die we berekenen uit de eerstenetingen.
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4.7 De Cauchy verdeling

De Cauchy verdeling is een continue waarschijnlijkheidstieidsverdeling die een reso-
nantie beschrijft. De verdeling wordt genoemd naar Auguistiuis Cauchy (1789-1857) en

soms ook naar de Nederlander Hendrik Antoon Lorentz (1&&28B)als de Lorentz verde-

ling (zie Figuur 4.8 voor hun portretten). In de Natuurkukea deze verdeling ook de naam
Breit-Wigner verdeling krijgen.

Figuur 4.8: Portretten van Augustin-Louis Cauchy (links) en Hendrikt@on Lorentz
(rechts).

De Cauchy verdeling beschrijft ook de ver-

deling van horizontale afstanden op de X-as
die afgesneden worden door een lijn die een
willekeurige hoekd beschrijft met de Y-as, zie
Figuur 4.9.
Stel de hoelkd gelijk aan de hoek die een
b \e/ rechte, met een vast rotatiepunt, maakt met de
verticale Y-as. Dit kunnen we schrijven als
tanf = % (4.69)
X met de notaties zoals op de Figuur 4.9. Bijgevolg
ook
Figuur 4.9:lllustratie bij de afleiding van
de Cauchy verdeling.
0 =tan~! <%> (4.70)
en afleiden naar de veranderlijken geeft
bdx
df = ——— . 4.71
b? + x? ( )
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De genormaliseerde verdeling van de héekordt dan

0 1 bde

7 4.72
T wb% 4 2? ( )
daar de totale waarschijnlijkheid gelijk aan 1 is of
.+%
/ @ _ (4.73)
,% T
De algemene Cauchy verdeling kunnen we schrijven als
1 ir
fx(x)=— 2 (4.74)

T(x—m)2+ (%1")2

waarl’ de volle breedte van de waarschijnlijkheidsdichtheiddeng weergeeft op halve
hoogte* (of I' = 2b in bovenstaande afleiding) en de mediaan is (ofn = 0 in boven-
staande afleiding).

De momenten van deze verdeling kan
men niet definieren omdat de integralen di®
vergeren. Daardoor neemt men de medi-
aan als maat voor de verwachtingswaarde
en de breedte op halve hoogte als m&é&t
voor de spreiding. Men kan nagaan dat de
som van Cauchy verdeelde onafhankelijke
stochastieken terug een Cauchy verdeeRf€]
stochastiek is en dat indiel en Y nor-
maal verdeelde stochastieken zijn met een- |
zelfde verwachtingswaarde, hun verhout 7 a4 |
ing Z = X/Y een Cauchy verdeling volgt | maximum :

|
]

Mormal distrbulion
wilh T=0.5

Breil - Wigner dislribuiion
wilh [V2 =0.5

met mediaann = 0 en breedte op halve
[+ v]

hoogtel” = 20, /0.
Een Cauchy verdeling wordt bijgevolg
volledig gekarakteriseerd door een medi-
aanm en een breedte op halve hoogitdn Figuur 4.10: Vergelijking van een Cauchy en
de studie van de elementaire deeltjes fysi€&n normale verdeling.
worden deze grootheden geinterpreteerd
als een massap, en een breedtd,, van een resonant deeltje. Zo heeft het zogenaamde
W boson een massa van ongeveer 80 Ge¥®fceen breedte van ongeveer 2 G&V/c
In Figuur 4.11 vinden we enkele voorbeelden van de Cauchgeliag. We merken
dat de normaal verdeling een benadering is van de Cauchglireydmaar dat de staarten
van de normaal verdeling bijna geen waarschijnlijkheiditberz, terwijl die staarten een
niet verwaarloosbare waarschijnlijkheid hebben in eencBpwerdeling. Dit wordt ook
duidelijk door Figuur 4.10 te bestuderen. Van een normaftdelsmg kunnen we ook de

4In de literatuur vindt men soms ook de notatie FWHM voor dezetheid, namelijk Full Width at Half
Maximum.
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-~ ~ 035
b [ Cauchy—verdeling < ' Cauchy—verdeling
H F m=80enl=2 I m=80enl=2
<0.25 ;’ m=80en =10 Q.25 E— Normaal verdeling
E N(u=80,06°=2)

=

z 0.3

02 F
0.15 | 0.15

0.1 ;

0.05 F

Figuur 4.11:Voorbeelden van enkele Cauchy verdelingen (links) en eaadering met een
normaal verdeling (rechts).

momenten berekenen daar de integralen convergeren, divass reeds vermeld, niet het
geval voor de Cauchy verdeling.

4.8 De Student-t verdeling

De verdeling geintroduceerd door William Sealy Gosse7618937) wordt over het al-
gemeen de Student-t verdeling genoemd naar zijn pseudortm portret vinden we in
Figuur 4.12.
Zijn werkgever, Guinness Breweries, verplichtte
hem in 1908 om zijn werk te publiceren onder ef
pseudoniem en hij koos voor 'Student’.
Beschouwn onafhankelijke metingen; van een
normaal verdeelde stochastiék ~ N(u,oc?), dan
kunnen we een t-waarde van de steekproef definié
als

p=2"F (4.75)

waar i de verwachtingswaarde ig, het rekenkundig
gemiddelde van de steekproef ede standaardafwij-
king van de steekproef, zoals gedefinieerd in verge
king 3.2.

De stochastieKl’, die de variabele beschrijft,
volgt een Student-t verdeling met — 1 vrijheids-
graden, wat we noteren met

‘Student” in 1908

T~ tyy . (4.76)

e . Figuur 4.12: Portret van William
Dit impliceert dat er een verschillende Student-t V€&ealy Gosset (1876-1937)

deling is voor elke verandering van
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Het gebeurt dat men wil nagaan of een empirisch rekenkuratigapelder overeenkomt
met een theoretische waardeln dit geval gebruikt met de stochasti€lom deze hypothese
te tester?. Let erop dat de variantie niet moet gekend zijn, maar datevsteekproef vari-
antie bepalen via de empirische gegevens.

De waarschijnlijkheidsdichtheidsverdeling voor de ststiekl” ~ t,, is symmetrisch en
benadert sterk de normale verdeling indiegroot wordt

t, >~ N(0,1) indien n — oo . 4.77)
De uitdrukking van de waarschijnlijkheidsdichtheids\adiag f7(t) is
[(ntd 1
fr(t) = - ) e (4.78)
\/nﬂ'F(E) (1+%) 2

met een verwachtingswaarde die gelijk is aan O of

E[T] =0 (4.79)
en een variantie

Var[T] = " i i voor n > 2 . (4.80)

In Figuur 4.13 vinden we enkele voorbeelden van de Studeeteleling, die reeds snel
(voor n > 5) goed wordt benaderd door een standaard normale verd®lingl). Voor
n = 30 is er bijna geen visueel onderscheid meer tussen beidelveyele.

<
< 04

o35 | A
03 E Normale verdeling

£ N(O1
0.25 ©n

0.2 E
0.15
0.1
0.05 E

h B i ) e S ot P

. B i I A IR IR Ll e N T
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

IxX\x)

Student—t verdeling Student—t verdeling
t
Normale verdeling

N(O,1)

0.4

0.35
0.3
0.25
0.2
0.15

0.1

0.05

Figuur 4.13: Voorbeelden van enkele Student-t verdelinggeren hun benadering met de
standaard normale verdeling(0, 1).

Een alternatieve definitie voor de Student-t verdeling isvdigende. Beschouw een
stochastiekX die eeny?-verdeling volgt met: vrijheidsgradenX ~ x?2) en een stochastiek
Y die een standaard normaal verdeling volgt{ N (0, 1)) en daarenboven onafhankelijk
is van X, dan heeft de verhoudirif

SDe begrippen rond het testen van hypothesen worden in dasc6Gtatistiek van de volgende studiejaren
Natuurkunde geintroduceerd.

68



STANDAARD VERDELINGEN

T = F (4.81)

een Student-t verdeling metvrijheidsgradenT ~ t,,). Via deze definitie is het eenvoudig
na te gaan ddf’ een symmetrische verdeling heeft, daar beide stochasti€kenY onaf-
hankelijke zijn, en de stochasti#gksymmetrisch is. Men kan ook nagaan dat enkel de eerste
n — 1 momenten bestaan, daar de integralen voor de hogere mantiveegeren.
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Hoofdstuk 5

Limietstellingen

“You can never foretell what any one man
will do, but you can say with precision what
an average number will be up to. Individuals
vary, but percentages remain constant.”

A.C. Doyle,
Sherlock Holmes in 'The Sign of Four’

In de praktijk maken we meestal verschillende metingen eazelfde stochastiek. Het is
daarom belangrijk na te gaan hoe de waarschijnlijkheidtigldeidsverdeling van een lineaire
combinatie van dergelijke stochastieken eruit ziet. Meliema woorden, hoe kunnen we onze
stochastiek beschrijven in de limiet van oneindig veel tfais héél veel metingen?

5.1 Algemeen

In de waarschijnlijkheidsrekening alsook in de statisbektaan er verschillende limietstel-
lingen. Wij zullen hier enkel de belangrijkste beschouwdele andere stellingen ontmoet
je waarschijnlijk in de cursussen Differentiaal- en Intggrekening, maar dan misschien
uitgaande van een andere doelstelling.

Beschouw een stochastiégkmet verwachtingswaarde, en spreidingr, die beschreven
wordt door een willekeurige verdeling. De ongelijkheid \Rawvnutii Lvovich Tchebycheff
(1821-1894) (portret in Figuur 5.1) zegt dat de waarscijijmeid dat X een waarder zal
aannemen die meer ddnmaal de spreiding, afwijkt van de verwachtingswaarde,,
kleiner is danl /k?* of

1
P(lx — py| > ko) < = (5.1)
Voor een continue verdelingy (=) wordt de variantié/ar[ X] gegeven door
'JFOO
Var(X] = o2 = [ (2 = j)? fx(@) do (5.2)
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of indien we de integraal opsplitsen

9 Ha—koz 9 pz+kos 9 +o0 9
o= [ e @t [ - ) x@)de [ (o - ) fx(@)de
—00 Pz —KOz HzTROz

(5.3)

zodat we de variantie kunnen afschatten met

2 Ha—kos 2 +oo 2
or > / (x — pg) fX(x)der/ " (x — pe)* fx(x)dx . (5.4)
—00 M Oz

In beide integralen kunnen we — 1,.)* vervangen door haar kleinste waarde, namé#fijk?
zodat we het volgende bekomen

z—kog +oo
o2 > (ko,)? </M fx(x)dx +/ fX(:U)da:> (5.5)
—00 Hz+kaz
en bijgevolg
02 > (ko,)? P(|x — pig| > ko) (5.6)

waaruit de ongelijkheid van Tchebycheff 5.1 volgt.
En alternatieve manier om de ongelijkheid neer
te schrijven is

2

P(lz — pia| > €) < % 57) rfi 3

waar menko, = e stelt in vorige ongelijkheid.

Een van de gevolgen van de ongelijkheid van .
Tchebycheff is de zogenaamde wet van de groi
getallen. Beschouwen we een stochastieknet 3§
waarden y die het rekenkundig gemiddelde i
van nonafhankelijke waarnemingefir; | i €
{1,2,...,n}} van eenzelfde willekeurige stochas
tiek X met een eindige verwachtingswaardeen =
variantieVar[X] = o2, bijgevolg

y:f:

en

7 G

E[Y] = pte Var[Y] = o2 = (5.9) Figuur 5.1: Portret van Pavnutii

s S,

Y

Lvovich Tchebycheff (1821-1894).

Dan convergeert de variantie vah naar nul indiemm — oo. Bijgevolg geldt via de
ongelijkheid van Tchebycheff dat
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2
o
P(ly ) > ) < 2 (5.10)
en
_ 1 923 n—00
P(|T — pa| >¢) <5+ — 0 (5.11)
e n

zodat de waarschijnlijkheid voar convergeert nagt,.

Dit noemen we de wet van de grote getallen. De waarschip@igkdat het rekenkundig
gemiddeldez van n onafhankelijke waarnemingen van eenzelfde stochastigket ver-
wachtingswaardg, en variantieVar[X| = o2, meer dar afwijkt van ., wordt willekeurig
klein alsn — oc.

Door het veelvuldig herhalen van een experiment kunnen ygevmlg een fysische pa-
rameter van een verdeling willekeurig nauwkeurig bepalen.

5.2 De centrale limietstelling

Laat ons even terugkeren naar het bord van Galton. We kuneeddorlopen van het
bord van Galton beschouwen als een opeenvolging en bijgeen som van verschillende
Bernoulli experimenten. De verdeling van de balletjes oaae het bord of de som van
de Bernoulli experimenten benadert een normale verdelidgen we meer rijen paaltjes
toevoegen. Hoe meer rijen we toevoegen, hoe beter de bémader

Deze observatie kunnen we veralgemenen in de zogenaantdgeémietstelling, welke
misschien de belangrijkste stelling is in de ganse cursesclBouw verschillende onafhan-
kelijke stochastiekerX; die elk een willekeurige verdeling volgen. Elke stochastiedie
men kan definiéren als een lineaire combinatie van dezbéastieken

Y =3 X, (5.12)
i=1

heeft ongeveer een normale verdeling. Om te vermijden &ate@kele stochastiek; de
variantie van de som domineert, moeten we de voorwaardeieaalat de variantie

(5.13)

7

VarlY] =0, =Y o
i=1
veel groter is dan elk van de individuele componerttzhrﬁi. De benadering wordt beter,
indien het aantal metingentoeneemt

Y ~ N (Z GE[Xi), c?a§i> als n — oo . (5.14)
=1 =1

Door deze stelling kunnen we aannemen dat de theorie varzeé&emeden (meestal 'fouten-

theorie’ genoemd) op een normale verdeling mag gebaseeadkewoHet concept van onze-

kerheden op het bepalen van een fysische grootheid is hetwarp van Hoofdstuk 6. Het

bewijs van de stelling kan men in de literatuur vinden, madrdort niet tot de inhoud van

deze cursus.
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Figuur 5.2:lllustratie van de centrale limietstelling voor twee véiaigen.
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In Figuur 5.2 vinden we twee stochastiek&n en X, waarmee we de centrale limiet-
stelling kunnen illustreren. De eerste stochasiekeschrijft een uniforme verdeling in het
intervalz; € [0, 1], de tweede stochastiek, beschrijft ook een uniforme verdeling maar de
waarschijnlijkheid is gespreid over twee intervallen, ®edijk x5 € [0,0.2] enx, € [0.8,1].
De histogrammen zijn gevuld met 10000 gesimuleerde gedy@asten. De bovenste his-
togrammen geven de empirische gegevens weer voor de dtiekleasX; en X,. In de
daaropvolgende histogrammen worden de stochastigkerenYy , voorgesteld

N
Vi =Y Xia (5.15)

i=1

N
Yo=Y Xio (5.16)
=1
die een lineaire combinatie (hier de somcpt= 1 voor alled) zijn van verschillende gelijke
stochastiekerX; ; ~ X; of van verschillende gelijke stochastiek&n, ~ X,. De stippellijn
toont de benadering met een normale verdeling volgens deatefimietstelling 5.14.

We zien dat voor een combinatie vAhempirische metingen van een stochasfigkdie
een uniforme verdeling volgt in €&n interval, de benadgemet de normale verdeling reeds
goed is voorN = 3. Voor de bizarre stochastiek; is dit slechts het geval voa¥ > 20.

In Hoofdstuk 6 zullen we de centrale limietstelling toegamssp het rekenkundig gemid-
delde van een verzameling empirische gegevens.

We hebben &én uitzondering gezien op de centrale lireléigj, namelijk de Cauchy ver-
deling. Het rekenkundig gemiddelde vamwaarnemingen van een stochastiek, die beschreven
wordt met een Cauchy verdeling, is ook verdeeld volgens eeridy verdeling met dezelfde
parameters als de oorspronkelijke stochastiek.

p=>=20

y

Binomiaal B(n,p) Poisson P(A)

n—=oJ [X] =

AN

Normaal N(p o2 )

n_»o/ n-—=od

Chi-kwadraat xﬁ Student-t

A

Figuur 5.3:lllustratie van de onderlinge verbanden tussen de staddaatelingen.
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De meeste verdelingen, besproken in Hoofdstuk 4, hebbeomagrliing verband. Dit
wordt geillustreerd in Figuur 5.3. Verschillende verdgkn hebben een asymptotisch ver-
band, en bijna allen hebben een asymptotisch verband metrdele verdeling.

De toepassingen van de centrale limietstelling zullenefeddidelijk worden tijdens het
uitvoeren van een experiment. Om het brandstofverbruilefalen van een voertuig, moet
men rekening houden met verschillende factoren. Men katrdjett van het voertuig inde-
len in verschillende intervallen. Het eerste intervalbgrbeeld in een dorpskern) heeft een
lengte die beschreven wordt door stochasfigk terwijl het tweede stukje (bijvoorbeeld op
de snelweg) een lengte heeft die beschreven wordt dooragttek X, enzovoort. Uitein-
delijk heeft mem stukjes die elk hun eigen stochastiek hebbBgn De totale lengte is een
lineaire combinatie, namelijk de som, van alle stochastiek; en zal bijgevolg een normale
verdeling volgen, indien we vele verschillende stukjesdesiofn — co.

We kunnen ook terug het voorbeeld van de wachtende profaasbalen. Als hij op elke
student een willekeurige tijd tussen 0 en 1 minuut moet wagltal de total wachtijd voor
N opeenvolgende studenten een waarschijnlijkheidsdiagterdeling volgen die eruit ziet
als in Figuur 5.2 (links). Hiervoor moeten we de histogrammeg normaliseren.
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Hoofdstuk 6

Parameter schatter en onzekerheden

“Everybody believes in the law of errors,
the experimenters because they think it can be proved
by mathematics, the mathematicians because they
believe it has been established by observation.*

G. Lippman (1845-1921)
in een brief aan Poincar (1917)

Eén van de essentiéle betrachtingen van de wetenschapapstellen van theorieén of
modellen die de realiteit beschrijven. Deze nieuwe idee@mlen hieropvolgend getest door
het verzamelen van experimentele gegevens over eigensamap karakteristieke groothe-
den van deze theorieén. Zo kan men van de relativiteitadhgan Albert Einstein zeggen
dat die met een zeer grote nauwkeurigheid geverifieerdnsijteve over de zogenaamde
snaartheorie ('String Theory’) slechts weinig experineémbevestiging hebben. We zeggen
dat we aan de eerste theorie meer geloof hechten dan aan edetw®m ons geloof of
vertrouwen in een theorie te verhogen, moeten we expereteegeégevens verzamelen. Een
theorie die een waarde va@g voorspelt voor een fysische grootheid of een parameter, kan
men verifiéren via een zogenaamde schatidie experimenteel meetbaar of observeerbaar
is. In dit hoofdstuk gaan we bijgevolg uit van een verzangglian empirische gegevens.

6.1 Definitie en eigenschappen van een schatter

Voor een oneindig aantal metingen van een groottgikbhn men de exacte waarschijnlijk-
heidsdichtheidsverdeling (x) opstellen. In vorig hoofdstuk hebben we gezien hoe we van
dergelijke verdelingen de momenten, zoals verwachtingsseu,, en variantier2, bepalen.
Indien men slechtas empirische gegevens heeft, kunnen we deze beperkte sbeékpn de
volledige populatie karakteriseren aan de hand van grdetheoals het rekenkundig gemid-
deldez, de varianties,, alsook alle andere momenten en centrale moment&ok willen

ILet op, deze empirische grootheden noteren we met Latijpsdalen en de theoretische grootheden,
bekomen uit het theoretisch voorschrift van de verdelingt, @riekse symbolen.
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we met behulp van deze beperkte steekproef de eigenschafipelen voor de volledige
populatie, of nagaan wat de Latijnse symbolen kunnen zeggende Griekse symbolen.
Hiervoor moeten we schattefisopstellen die deze theoretische eigenschappen van de on-
derliggende verdeling benaderen. Schatters van de tismiretparametet zullen we aan-
duiden me#, de exacte constante waarde van de parametefignet

Merk op dat de theoretische momenten van de onderliggendelirgy niet onderhevig
zZijn aan statistische fluctuaties, maar de karakteristisled de steekproef wel. Men heeft
namelijk een willekeurige eindige verzameling vamimetingenat randomgekozen uit de
totale oneindige verzameling van mogelijke metingen.

Zoals het woord schatten aanduidt, gaat het hier om een aetie niet precies is en
bijgevolg niet tot exacte resultaten leidt. Daar we nooéiadig veel metingen kunnen doen,
moeten we altijd via schatters iets te weten komen over derigdende theoretische verde-
ling en zijn eigenschappen. We kunnen met andere woordehex@et meten, er blijft altijd
een onzekerheid over omdat we geen oneindig aantal metikugeren doen. Wel hebben we
in Hoofdstuk 5 aangetoond dat we de waarde van elke fysiscwlgeid willekeurig dicht
kunnen benaderen, zodat de onzekerheid willekeurig klenttrzie ongelijkheid 5.11).

Stel dat de theoretische verdeling van stochastiekthankelijk is van de fysische para-
meters{6,, 6, ..., 0; } die de constante waardéé o, 62, ..., 0 o} @annemen. We kunnen de
verdeling van stochastieK noteren metfx(x | 61,620, ..., 0x0). Dit is de waarschijnlijk-
heid voorz indien de parameters een zekere waarde aannemen. We wilsmrschattef;
opstellen voor parametéy die zal afhangen van deempirische gegevens:y, zs, ..., , },
bekomen uit de steekproef. De waarde van de sch%-tteal bijgevolg een functie zijn van
de empirische gegevens of

QA]- :@(xl,xg,...,xn) (6.1)

en indien men een andere steekproef neemt, zal men bijgeeol@ndere waarde voor de
schatter bekomen. Daar de schatter een functie is van stisxttee variabelen, is hij zelf
ook een stochastische variabele met een zekere waargkhgidsdichtheidsverdeling. De
stochastieléj die waarder?; aanneemt heeft een waarschijnlijkheidsdichtheidsvergleie
theoretisch berekend kan worden uit de theoretische veglean de stochastieK. Laat
ons voor de eenvould = 1 stellen, dan kunnen we spreken over een schéitiée waarden

# aanneemt en gebruikt wordt om een parameter met constaatdata te schatten.

Een schatter heeft dus een numerieke waarde en kan bijgexalgfhankelijk zijn van
onbekende parameters, zoals de theoretische verwachéingie., of varianties? van de
onderliggende verdeling van stochasti€k

Een schatter is gedefinieerd als een functie vam e@pirische gegevens die bijgevolg
een waarde heeft die we een schatting noemen. Er zijn viangejke eigenschappen die
de kwaliteit van een schatter definiéren:

e Consistentie Een schatteff wordt consistent genoemd, indien zijn waarde convergeert
naar de waarde van de theoretische parantigtats het aantal metingentoeneemt
e Zuiverheid: Een schatte wordt zuiver genoemd indien de verwachtingswaarde van

~

de schatter gelijk is aan de theoretische waarde van de pseeiy bijgevolg £[0] =
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to. Indien deze voorwaarde niet geldt, zeggen we dat de scleatteverschuiving of
biasheeft. Die bias noteren we &l§f) en is eigen aan de schatteen kan eventueel
afhankelijk zijn van het aantal metingen Een schatter is bijgevolg zuiver indien
b, (6) = 0 voor alle waarden van end,.

o Efficiéntie: Een schatte@I is efficienter dan een andere schaﬁ\@'mdien Zijn waar-

schijnlijkheidsdichtheidsverdelinﬁa(91) een kleinere variantie heeft, bijgevolg in-
H 2 2
dlenaeA1 <og -

e Robuustheid Een schattef wordt robuust genoemd indien zijn numerieke waarden
weinig afhankelijk zijn van uitschieters tussen de metmge Dit komt er ook op neer
dat de schattef onafhankelijk moet zijn van de verdeling (x | 6,) of afwijkingen
van deze verdeling.

Men zou denken dat er een eenduidig verband bestaat tussengistentie en de zuiver-
heid van een schatter. Maar we kunnen via tegenvoorbeetaeareen dat indien de schatter
voldoet aan de ene eigenschap, dit niet noodzakelijk irepticdat ook aan de andere eigen-
schap voldaan wordt.

£(0) F0)
0 0

n—= o n—= o

8, 0 8, 0

Figuur 6.1:lllustratie bij de begrippen consistentie en zuiverheid.

Denk maar aan een waarschijnlijkheidsdichtheidsverdelimor de schattef die niet
symmetrisch is. Asymptotisclw(— oo0) kan een schatter zuiver zijn, maar niet noodza-
kelijk voor alle waarden van. Voorbeeld in Figuur 6.1 (links). Deze waarschijnlijkheid
dichtheidsverdeling’?'(6 | 6) van de schattef die waarderd aanneemt, berekend uit
empirische metingen, is niet symmetrisch maar convergeant een-piek bij 6, indienn
groot wordt @ — oo). Deze schatter is bijgevolg consistent, daar zijn ventragbwaarde
E|[0] convergeert naafl, indienn — oo. De schatter is echter niet zuiver omdat de ver-
wachtingswaarde steeds een bias vertdgf]) # 0 voor elke waarde van behalve voor
n = od.

Een waarschijnlijkheidsdichtheidsverdeliigg(6 | 6,) van de schattef die waardery
aanneemt, berekend uitempirische metingen kan ook geen bias vertonen, maar teth ni
consistent zijn. Dit wordt duidelijk in Figuur 6.1 (rechtsyaar een verdeling symmetrisch
convergeert naar tweepieken bij verschillende waarden 6f # 6,. De verschuiving of
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bias is bijgevolg steeds nul en de schatter is dus consjisteatr zijn waarde convergeert niet
naarf,. Een reéel voorbeeld van een inconsistente schatter iekehkundig gemiddelde
7 voor een Cauchy verdeling. We hebben gezien dat de stoekasteenzelfde verdeling
met dezelfde parameters volgt als de stochastieBijgevolg convergeerk eigenlijk naar
niets.

Let ook op dat, indierd een zuivere schatter is voor de paramétetit niet impliceert
dat#? een zuivere schatter is voor de paraméter

We beperken ons hier tot schatters voor de verwachtingsieddrX | = p, en de vari-
antieVar[X] = o2 van de theoretische onderliggende verdelirgz). De eerste grootheid
is een kental voor de locatie van de verdeling, de tweedetlgeabis een kental voor de
spreiding van de verdeling.

6.2 Voorbeeld : het rekenkundig gemiddelder

Beschouw een verzameling varempirische gegevens over de stochasiieldie waarden

x aanneemt en een waarschijnlijkheidsdichtheidsverdglitg | 1) heeft met een theoreti-
sche verwachtingswaargedie een constante waargdgheeft. Omdat we de parameters van
de theoretische verdeling niet kennen, moeten we die schait de empirische gegevens.
Om de locatie weer te geven van de empirische gegevens,ebpepa het rekenkundig
gemiddelde

We kunnen bijgevol@ beschouwen als een lineaire combinatie van onafhanksligahas-
tieken X;. Indienn groot wordt, leren we uit de centrale limietstelling dat dechastiek
Y, die het rekenkundig gemiddelde beschrijft, een normaldelig volgt. We kunnen het
rekenkundig gemiddelde = = beschouwen als een schatter voor de theoretische verwach-
tingswaarde., die een verdeling;(x) volgt die de stochastiek beschrijft en waardep
aanneemt.

We zien direct dat deze schatter zuiver is, namelijk

y:f:

Bli) = B[X] = F [%le — LY BN = X < EX =g 63)

en er bijgevolg geen verschuiving of bias(ji) = 0 voor elke waarde, > 1..
Het rekenkundig gemiddelde is ook een efficiente schatéer;

— 12 1 o2
Var[zi] = Var[X] = = ;Var[Xi] = EnVar[X] = ﬁ : (6.4)
De onzekerheid of spreiding op de variab&les bijgevolg1/./n keer kleiner dan de on-
zekerheid op de variabel®. De onzekerheid benadert nul indiengroot is. Hoe meer
gegevens we nemen (— o), hoe kleiner de onzekerhei4r[i] — 0). Dit is een nuttige
uitdrukking indien we willen inschatten hoeveel keer we ewsgting moeten herhalen om
een onzekerheiWfar|f] te verkrijgen die kleiner is dan een zekere waarde.
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In de meeste praktische gevallen kennen we de paramgteiet. Bijgevolg gebruikt
men meestal de geschatte waasi€zie volgende sectie). Men bekomt dan de uitdrukking

Varl[j] = (6.5)

3 | &

We kunnen bijgevolg stellen dat het rekenkundig gemiddeldan » waarnemingen of
metingen een goede schatter is voor de locatie van de vegd&lix).

Indien de waarden; een verschillende variantig hebben, kunnen we een alternatieve
schatter, opstellen die een kleinere variantie heeft dan het rekedigugemiddelde. Dit
door in de som een verschillend gewicht te geven aan iedénadunele meting, namelijk

1 ¢
Hg = — sz‘xz‘ (6.6)
Wi

met

w; = — en w = Zwi . (6.7)
i=1

2
o,

We noemen deze schatter, het gewogen gemiddelde. De vaNanf,] is gelijk aan 1/w.

6.3 Voorbeeld : de steekproef varianties?

Beschouw opnieuw een verzameling vaempirische gegevens over de stochasiiellie
waardenr aanneemt en een waarschijnlijkheidsdichtheidsverdéling | o) heeft met een
theoretische verwachtingswaardelie een constante maar ongekende waagdeeceft. We
willen nu de variantie bepalen van stochastiék Hiervoor kunnen we volgende schatter
nemen

1 Zn:(%—f)QZ 1

=1

x T

<i x? — n#) (6.8)

die we rechtstreeks kunnen berekenen via @epirische gegevens.
We kunnen aantonen dat deze schatter zuiver is

ix; —n (Lﬂ XZ') ] (6.9)

n

(;;;Xﬂ) | 6.10)
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Z(xi - @)2 =
i=1

- 1
Elo?] = ——F
n J—

of

— 1 n 1
Elo2?] = — (E [leﬂ ——E

Indien den metingen onafhankelijk zijn, geldt
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E li Xf] = nE[X?] (6.11)

=1
en rekening houdend met de uitdrukkingen voor de theotetigerdelingen

02 = B[X?] - 4 (6.12)

en

)

bekomen we

n—1

n(o? + p2) — % (Var lznj XZ-] + <E [é XDQ)] : (6.14)

i=1

Via de eigenschappen van de verwachtingswaarde en de tiarimkomen we volgende
vergelijkingen

Var [Z X;| =Y Var[X;] = nVar[X] = no?> (6.15)
=1 =1
en
E ZXZ] =nE[X] =nu, (6.16)
Li=1

die we kunnen gebruiken in vergelijking 6.14 om te bekomen da

Elo?] = ! [naQ + npt — 1 (n02 + (np )2)] (6.17)
x n — 1 x x n x x

en bijgevolg de voorwaarde voor zuiverheid

Elo?] = (n—1)0%=o2 . (6.18)

xT

n—1

Om aantetonendatde schat/t\glzuiver is, hebben we nergens een voorwaarde geintrodliceer
voor de verdeling van de stochasti&k Let erop dat, indien we als schatter vagrde vol-
gende definitie nemen,

1w,
02 == (2 — iz)’ (6.19)
n;3

niet aan deze voorwaarde zou voldaan zijn. Dit is @én varedenen waarom we in uit-
drukking 3.2 delen doofn — 1) en niet doorn. De correctie vam naarn — 1 werd
geintroduceerd door Friedrich Wilhelm Bessel (1784-)84#4taar kan ook toegeschreven
worden aan Gauss die reeds in 1823 een gelijkaardige faehouiite.
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We kunnen ook de variantie van de schamA@abepalen, namelijk

n

Var|o?] = Var ! o2 (=2 _ (o 2Var izQ (6.20)
o n—17%= o2 S \n—-1 o '

waar weZ gedefinieerd hebben als

X-7

Og

7 —

(6.21)

We weten uit Hoofdstuk 4 dgt}, z? eenx? , verdeling volgt. Hiervan hebben we de
variantie bepaald, namelijk

Var li zf] = Var {Xifl} =2(n—1) (6.22)

en bijgevolg bekomen we voor de variantie van de schatter

2 4
—n — 10'm .
We merken op dat deze uitdrukking de parametebevat die in de meeste gevallen a priori

niet gekend is. Het is bijgevolg gebruikelijk om de ges@a&riantiea? = 52 te gebruiken,
zodat

Var[o2] =

(6.23)

2 4
n—1 Sy -
We kunnen bijgevolg stellen dat de steekproefvariastieen efficiénte schatter is voor de
spreiding van de verdelinfy (x).

Men kan ook de onzekerheid op de onzekerheidwahepalen. De onzekerheid ap
is namelijk de geschatte standaardafwijking die ook een stochatische verdeling volgt en
die verdeling heeft bijgevolg ook een standaardafwijkimgmelijko(,,). Dit kunnen we

noteren met
o(o,,) =/ Var[o,,| = |Var \/%] =/ %Var[sx] (6.25)

waar weVar|s,] kunnen bepalen uit

Var[o?] =

(6.24)

Var[gg] = Var[s?] = (3—2%) Var(s,] = (2s,)*Var[s,] (6.26)
of
1 2
Varls,| = = 1)53[: (6.27)

en bijgevolg wordt vergelijking 6.25
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1 Ou
— 5, = —— . (6.28)
2n(n — 1) 2n(n —1)
We vinden dat, zelfs als relatief klein is, de onzekerheid op de onzekerheid op deaeh-
tingswaarde verwaarloosbaar is ten opzichte van de onzekieop de verwachtingswaarde.
Bijgevolg is dit juist een academisch begrip en heeft dingegact op de resultaten van een
experiment.

o(ou,) =

6.4 Interpretatie van de onzekerheid op de waarde van de
schatter

Er bestaan verschillende methoden om een parameter tedeschét Hoofdstuk 7 zullen
we er één van nabij bekijken. Elk van deze methoden re=tlie een waardé voor de
schattel. Daar de waarde voor de schatferan een kengetal van de theoretische verdeling
fx (x| 6y) niet gelijk is aan de theoretische waafideran dit kengetal maar hiervan afwijkt,
moeten we definiéren wat de waarschijnlijkheid is om de ribigsche waardé, in de na-
bijheid van de geschatte waarélé¢e vinden. Dit doen we aan de hand van de variantie van

~

de schatter, namelijkar[¢)], of soms ook gezien als de onzekerheid op de waarde van de
schatter. De waarde van de variabete[¢] of ag\ hebben we in de vorige sectie ook geschat
via de schattes .

Uiteindelijk willen we het resultaat van de steekproef vametingen weergeven als

2
Mo = o = T46; = Th|=2 (6.29)
n

waar we één empirische waargiehebben als schatting vary van de locatie van de theo-
retische parametef, die de verwachtingswaarde, van de stochastiek is en één em-
pirische waardé; voor de schatting van de onzekerheid of standaardafwijgnde gevon-
den waarde vap,. Beide variabelery, enay, zijn onafhankelijk.

Ook hebben we een schatter besproken voor de variantie vstod®astiekX, namelijk

— [2
= 52 (6.30)
n—1

die ook nuttig is om de onderliggende verdeling van stooblast te achterhalen.

In Figuur 6.2 worden alle begrippen nog eens samengevanitigstratie. Het eindresul-
taatjiy = T & o, is bepaald door slechts één steekproefwanetingen. De waarde van de
variabeler; geeft een schatting van de spreiding van de verdelif®), en is bekomen uit
empirische gegevens. De waarde van de groothegieeft de locatie weer van de steekproef,
en dus niet van de constante waarde van de theoretischegiaréyn Via beide variabelen,

7 eno, willen we iets interpreteren over de waarde van de theatetiparametef.

Omdat we slechts één steekproef vametingen genomen hebben uit een zekere popu-
latie, kunnen we niets zeggen over de onzekerheid op dediware waardé,. We kunnen
enkel iets zeggen over de onzekerheid op de waarde van dées¢ghan daaruit iets conclu-
deren over de theoretische waatideMerk op, dat er op de theoretische waafigeigenlijk
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1 A resultaat van 1 steekproef

fe © / :
’ ;' schatter 8
{_ (een waarde per steekproef)

verschillende steekproeve
van n metingen

60 X

Figuur 6.2:lllustratie bij de begrippen rond schatters.

geen onzekerheid bestaat omdat het een constante waakdiet iseeft bijgevolg ook geen
nut om na te denken over de onzekerheid op de theoretischidev@a

Veelal wordt de fout gemaakt om de steekproefwaardeédyaamelijkz, te interpreteren
als de waarde van de theoretische paranten wordt een normale waarschijnlijkheids-
dichtheidsverdelingV (z, o*) rond die waarde geconstrueerd met standaardafwijkiags
om aan te geven wat de meest waarschijnlijke waardefyas. Zoals we gezien hebben
in Figuur 6.2 is deze interpretatie verkeerd. De waarde Ajabekomen uit één enkele
steekproef, is namelijk niet gelijk a#y, maar heeft een spreiding vap rondt.

Stel dat de schatter een normale verdelWguo, o) volgt, wat meestal het geval is, dan
weten we uit Hoofdstuk 4 dat ongeveer 2/3 van de metingen eastathastield in het

interval (1o — o5, 1o + o] liggen

P(po—5; < X < po+75) ~68% . (6.31)
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Dit komt erop neer dat ongeveer 2/3 van de steekproeven midihenterval liggen. Wat
kunnen we nu besluiten indien we slechts één steekprbefaren?

Voor elke steekproef kunnen we ook een interval opstellamelijk [z — &5, 7 + o). We
weten dat voor 1/3 van de steekproeven de waarde voor tissbreparameter, namelijk,
buiten dit interval ligt. Indien we &én willekeurige skpeoef uitvoeren vinden we bijgevolg
dat de theoretische waarde van de paramefenet een waarschijnlijkheid van 2/3 binnen

het intervalz — 7,7 + 7] ligt of

P(T—5; < po < T+35;) ~68% . (6.32)

Niettegenstaande de bovenstaande redenering trividaMgrmt ze toch de basis van hevige
discussies tussen statistici. De overgang van uitdrukgiBd naar uitdrukking 6.32 zorgt
voor discussie. Volgens het Bayesiaanse kamp kan men eiskéévegel van Bayes over-
gaan van uitdrukking (7 | uo) naarf(uo | ©). Maar laten we volgend voorbeeld eens nader
bekijken. We wegen een leeg bord met een weegschaal en wéjgenkeen gewicht van
25.31+ 0.14 gram. Stel nu dat we een beetje poeder op het bord leggepnéeuwe we-
gen, we bekomen 25.5% 0.14 gram voor het totaal. Nu willen we weten wat het gewicht
van de poeder is. Dit wordt gegeven door het verschil, ngkn@/20 + 0.20 gram?. Als
we nu de waarschijnlijkheden uitrekenen en aannemen dariEbelen een normale verde-
ling volgen, bekomen we een kans van ongeveer 16% dat heepeed negatief gewicht
heeft. Daar we nog geen anti-zwaartekracht poeder hebbdit,uiteraard pure onzin. Het
probleem komt echter van de regel van Bayes waarin we eeoraréfprior of voorken-
nisfunctie hebben aangenomen. De tweede keer dat we de cheafjgebruikt hebben,
moesten we rekening houden met het feit dat we geen kleimackhigkonden bekomen dan
de eerste keer. Maar wie gaat natuurlijk zeggen walkeori kennis juistis !!

Algemeen is onze redenering om tot uitdrukking 6.32 te kgnséechts geldig voor
symmetrische verdelingen van de stochasfiek Voor niet symmetrische verdelingen en
indien n klein is, treden er afwijkingen op waarmee men moet rekemhiogden. Dit is
nog steeds het onderwerp van verschillende internatiometenschappelijke conferenties
en het is bijgevolg niet de doelstelling van deze cursus @araliemaal uiteen te zetten. In
Hoofdstuk 8 zullen we zogenaamde betrouwbaarheidsintenveefinieren die informatie
weergeven oveb,, dit zonder aanname vaa priori kennis. Deze werkwijze komt dan
overeen met het ander kamp, namelijk de ’frequentisten’ddrmeeste gevallen komen
beide werkwijzen overeen !!

6.5 Voortplanting van verschillende types onzekerheden

Denken we nu terug aan het voorbeeld van het brandstofuvkn@an een voertuig. Een maat
R voor dit verbruik is de verhouding van de door het voertuighugikte brandstof (in liter)
en de door het voertuig afgelegde afstand (in kilometer)id&grootheden, aantal litér
en aantal kilometek, worden beschreven door een stochastiek die een onbekerakding
aanneemt. Bijgevolg kan men een schatter opstellen vodelsi een empirisch resultaat

2We zullen in de volgende sectie zien hoe we onzekerhedemenrhetingen combineren.
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bekomen; = [ + orenfy, = k+ o;. Hoe kunnen we nu van deze empirische gegevens
overgaan naar een resultaat oy&e?

We kunnen verschillende types onzekerheden onderschbifgbat uitvoeren van een
experiment of meting. Zo hebben we onzekerheden die niebepaalde wetten voldoen,
die men met andere woorden niet kan voorspellen. Hierin éebie onder andere vergis-
singen, het verkeerd aflezen van een toestel, het verkebrdig®an een toestel, verkeerde
handelingen, verkeerde berekeningen, enzovoort. Hethetlachting van een wetenschap-
per om die 'blunders’ te vermijden !! Een andere categorstda uit onzekerheden die we
wel kunnen voorspellen en bijgevolg bestuderen. We makkyend onderscheid.

e Systematische foutenDeze fouten hebben welbepaalde oorzaken die ook aan kepaal
wetten voldoen. Indien deze wetten gekend zijn, kan men degheorrigeren of ver-
beteren.

e Statistische onzekerhedenDeze onzekerheden bekomen we door de fluctuaties in
onze meetopstelling. Deze fluctuaties worden beschreveneadm zekere stochastiek
X via de verdelingfx(x | 6y) die afhankelijk is van de parameters die we willen
meten. Door het groot aantal van dergelijke storende fantdie men ontmoet bij het
uitvoeren van een experiment, volgt uit de centrale linvdting dat de waargenomen
verdeling voor stochastiek een normale verdeling benadert.

Let op het feit dat we de eerste categorie 'fouten’ noememvijteve bij de tweede
categorie spreken van ‘onzekerheden’. Dit maakt een grexsichil voor de interpretatie
die meestal verkeerd gebruikt wordt. Een fout resulteeetein systematische verschuiving
van het resultaat. Deze fout zal een verschuiving introduceie al dan niet gekend is,
maar heeft €én unieke waarde. Een fout kan bijvoorbeeaidsgstematische invioed zijn
van een weegschaal die niet goed geijkt is. Een weegschaaystematisch 10 gram te
weinig wegen. Indien we met dergelijke weegschaal een getoen, die overigens een
echte nauwkeurigheid van 1 gram heeft, zullen we denken ddtegl| precies wegen. Een
belangrijk onderdeel van een experiment is bijgevolg debve®iding. We moeten voor-
dien heel nauwkeurig alle systematische fouten wegwerksm toestel wordt geijkt met
een welbepaalde nauwkeurigheid, deze nauwkeurigheid éstalegegeven en kunnen we
beschouwen als een schatting van de grootte van de sysseheatout. Indien men zegt dat
de nauwkeurigheid van het toestel 2% is, bedoelt men dat meina zeker van is dat de
echte systematische fout kleiner is dan 2%. Men maakt ngnoalk slechts een statistis-
che schatting van een systematische fout. Een systemafisechkunnen we bijgevolg niet
wegwerken door simpelweg meer gegevens te nemen.

Een onzekerheid wordt veroorzaakt door een stochastisdepen mag men niet inter-
preteren als een fout. We hebben namelijk geen fout gemaaiis experiment, maar we
zijn afhankelijk van willekeurige fluctuaties van het pre@nder studie die een zekere ver-
deling volgen. Indien we met een perfect geijkte chronomdgetijd meten dat een knikker
nodig heeft om van hoogtd naar hoogted — 100 te vallen, bekomen we een onzeker-
heid. Zo zijn de observatiesnelheid van onze ogen en dei@saetheid van onze handen
niet oneindig, en moeten we rekening houden met fluctuadesls we gezien hebben in
dit hoofdstuk, kunnen we deze onzekerheid verkleinen de@arrgegevens te nemen en van
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al deze gegevens het gemiddelde te gebruiken. De onze#teshdiet gemiddelde wordt
kleiner met een factor/,/n waarn het aantal metingen is.

Voor het opstellen van de formules voor de voortplanting @arekerheden kunnen we
in het algemeen een functie= f(xy, s, ..., x) beschouwen. Laat ons voor de eenvoud
veronderstellen dat de stochastische variabélerallen onafhankelijk zijn. Zoals in de
meeste gevallen kunnen we aannemer:dzgn langzaam variérende functie is, zodat deze
kan benaderd worden door haar raakvlak in het gebied waaadesehijnlijkheidsdichtheid
groot is. Dit gebied ligt bijgevolg rond de verwachtingswieg;, die een punt voorstelt in
de k-dimensionale steekproefruimte, en heeft een spreidingryaie verschillend kan zijn
in elke richtingj. Met deze voorwaarde kunnen we de functie benaderen metaggor T
ontwikkeling, namelijk

k
z= f(x1,Toy oy xi) = [l poy ooy pi) + Y g%(x] — 1) + ... (6.33)
j=19*"

waar we de partiéle afgeleiden nemen in het gunt o, ..., 1) €n omdat de functie niet
te snel varieert, kunnen we alle hogere orde termen verazean! Indien de vergelijking
z = f(x1,z2,...,x;) €en lineair verband weergeeft tussen de variabelen, danhbenkde-
ring 6.33 exact. Dit omdat de hogere orde afgeleiden toclzijul We vinden dat een
lineaire combinatie is van stochastische variabelen.

We vinden de volgende uitdrukking voor de verwachtingsa@ai{ 7| van de stochastiek
Z

BE[Z] > f(ps p2s -es i) (6.34)

en voor de varianti&ar[Z] vinden we

k 2
Var[Z] ~ z_: <§—:cfj) oy, (6.35)

Dit verkrijgen we omdat de variantie van een constante lgaijaan nul en door gebruik
te maken van de andere eigenschappen van de variantie bessproHoofdstuk 3. Als
de veranderlijkenX, afhankelijk zijn, dan geldt deze uitdrukking niet en moetes de
correlatiecoéfficienten in rekening brengen. Deze fdemkunnen we veel eenvoudiger
neerschrijven in matrixnotatie en zullen besproken woidete hogere studiejaren.

De vergelijking 6.35 is essentieel bij het uitvoeren van egperiment waar men een
verband heeft tusseingrootheden{z; | j € {1,2,...,k}} die allen behalve één, namelijk
grootheidg, empirisch gemeten zijn. De verschillende resultaten \&afkd- 1) metingen
kunnen we samenvatten als

52
flze; = Tj + ) voor j # g (6.36)

T

waar iedere schatter, (j # g) bepaald wordt uitin totaal; (j # g) metingen. Met behulp
van vergelijkingen 6.34 en 6.35 kunnen we de waarde van enzikerheid opi,, bepalen.
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Neem een eenvoudige vergelijking als voorbeeld

a
z = f(.’lfl, X, 373) = a1 + a1 + G3I’g + :C_4 + A5T1 T2 (637)
3

waar{a; |l € {1,2,3,4,5}} constante getallen zijn. Omdat die vergelijking dus niedir
is, moeten we via de Taylor ontwikkeling een benadering maian de vergelijking, met
andere woorden de vergelijking lineariseren. De vergelgkoor de voortplanting van on-
zekerheden 6.35 geldt bijgevolg maar als een benaderindgpeWémen volgende empirische
metingen® van de stochastische variabelen z, enz;

i = —3.0£0.4 (6.38)
fiz; = +5.0£0.2 (6.39)
fiz; = +0.5£0.5 (6.40)

Wat kunnen we nu concluderen over? Met de vergelijking 6.35 bekomen we

2
1
0% ~ (ay + asas)” o2+ (2a3w2 + asxy)’ ol + <a4?) ol . (6.41)
3
Stel de numerieke waarden vagrgelijk aan 1 voor allé, dan krijgen we voor de variantie

van de stochastische variabelale waarder? = 11.7 en bijgevolg het resultaat

> =100+34 . (6.42)

In Figuur 6.3 zien we hoe de waarde van de onzekerbhenkrandert ten opzichte van de
variabelen in vergelijking 6.41. Duidelijk zien we dat, iad de waarde van; nul benadert,
de onzekerheid, enorm toeneemt, wat ook te verwachten was. Indien de orfzeden
0., toenemen, zal ook de onzekerheidtoenemen. Dit is alweer een logisch gevolg, wat
een goede methode kan zijn om eventuele fouten bij de barekep te sporen. In de
vergelijking 6.37 zien we een term die de stochastiekKeren X, combineert. Door deze
term is de invloed van de waarde vanenzx, op o, gecorreleerd, zoals we zien in de figuur.
Dit is niet zo voor de combinaties < x3 enzy < 3.

Het bestuderen van dergelijke grafieken is soms belangyifleboptimaliseren van een
experiment. Indien we de waarde vanzo nauwkeurig mogelijk willen bepalen, kunnen
we met behulp van deze grafieken nagaan welke variabglge het nauwkeurigst moeten
meten. Voor dit voorbeeld heeft de waarde van de grootste invioed op.. Maar deze
conclusie kan in sommige gevallen afhankelijk zijn van damta van de schatters voox .

3Laat ons gemakshalve de dimensies vergeten.
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Figuur 6.3: Afhankelijkheid van de onzekerhetel ten opzichte van de variabelen in de
vergelijking.
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Hoofdstuk 7

De methode van de kleinste kwadraten

“I never met a man so ignorant that |
couldn’t learn something from him.*

Galileo Galilei (1564-1642)

In vorig hoofdstuk hebben we de eigenschappen van een gobd#es besproken. Er
bestaan verschillende methoden om de waarde van de paramateeen theoretische ver-
deling te schatten. Eén daarvan bespreken we hier, nandelimethode van de kleinste
kwadraten of de zogenaambast squaranethode. Deze wordt soms ook de chi-kwadraat
methode genoemd. De methode werd voor het eerst gebruil@ds door Adrien-Marie
Legendre (1752-1833) terwijl Gauss beweert de methodesreedebruiken in 1795 voor
het bepalen van de beweging van hemellichamen.

7.1 Schatten van de verwachtingswaarde

Beschouw een verzameling varempirische metingen van stochasti€k De methode van
de kleinste kwadraten bestaat erin, de theoretische wagrdeor de verwachtingswaarde
E[X] te schatten met schattg}. De waarde., van de schatter die de waarde v@hof >
minimaliseert

n N 2

Q) =) =3 (221 7.1)
=1

is de beste schatting vopy. Let erop, door deze relatie tussen de stochastiékewolgt

deze grootheid eep? _,-verdeling en niet eeg?-verdeling. Een functie minimaliseren, doet

men door zijn afgeleide gelijk te stellen aan nul en bijggvol

=y e g (7.2)

Deze lineaire vergelijking kunnen we oplossen naar
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n
Zlo’

o = ——+ . (7.3)

i=1 g2
T

De variantie van de verdeling van kunnen we bepalen met behulp van de kennis van de
varianties van de stochastiek&n, namelijk

2

" Olty 1 " Var|X; 1
Varumzz<u> ar[X,] = Y 0—4[1 l_ T (7.4)
Z’?f <O';r> = . ’ Z’L

Hiermee tonen we een mooie eigenschap aan van de kleinstrdtem schatter, namelijk
dat bij het toevoegen van een meting, de onzekertigiff:, | nooit groter wordt. De schatter
is bijgevolg efficient. Indien we de verwachtingswaarde da onderliggende theoretische
verdeling schatten, vinden we dat de variantie onafhajikislivan de waardé)? of y2. De
variantieVar|[iz,] is echter wel afhankelijk van de vorm van de verdelifi¢...) daar

P () =1 2
=2V — ) 7.5
o |, P Vel (79

Merk op dat alle hogere afgeleiden vad(u.,) gelijk zijn aan nul. Hieruit kunnen we
besluiten dag?(1.,.) een parabolische functie is van. De Taylor ontwikkeling is

(fra = 1) (7.6)

) = ¥ 7) + e

We kunnen de onzekerheid pp vinden door een waarde, te zoeken waarvoak x> (1,) =
2(1e) — X*(iz) €en zekere waarde aanneemt. Met behulp van de vergelijkégi&n
we datAx?(u,) = 1 voorkomt indien(z, — u.)? = Var[i,]. Bijgevolg, indieny, één
standaardafwijking afwijkt vam,, heeftAx?(u.) een waarde gelijk aan 1. Algemeen geldt
dat voor waarden van, waarvoor

AX* (i) = X () — X (1) = 0 (7.7)

dezen standaardafwijkingen verwijderd liggen van de beste waaeth de schatter,,.

In Figuur 7.1 vinden we een realistisch voorbeeld van &gfA(m) functie. Deze curve
Is het resultaat van een schatting van de massan het nog niet ontdekte Brout-Englert-
Higgs deeltje. Dit deeltje is een essentiéle bouwsteendnirhet Standaard Model van de
elementaire deeltjes en is het enige nog niet ontdekte el@meleeltje dat voorspeld wordt
door het Standaard Model. Er zijn echter vele andere meatinggevoerd van parameters
van het Standaard Model en deze staan via theoretischelifjengen in verband met de
massa van het Brout-Englert-Higgs deeltje. Met de kleikat@draten methode kunnen we
deze empirische gegevens gebruiken om een schatting texmakeijn massa. Het resultaat
wordt weergegeven met eéxy? curve in de figuur. De beste waarde van de schaitégt
bij het minimum van deé\y?(m) curve en de waarden voot+o - vinden we waan\ x?(m)
gelijk is aanAx?(m) + 1. Op deze manier kunnen we een schattéiggmaken van de
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6
G _
5 Adpag = |
— 0.02761+0.00036
----.0.02749+0.00012
4 -+ incl. lage Q? data [ -

Figuur 7.1: Voorbeeld van eem\x?(m) curve voor de massa van het nog niet ontdekte
Brout-Englert-Higgs deeltje.

standaardafwijking van de schatter De interpretatie van deze standaardafwijkingen loopt
geliik met deze besproken in Hoofdstuk 6. Deze empirisclgegens komen uit slechts
eén enkele steekproef. Indien westeekproeven uitvoeren, kunnen wiekeer het interval

[m — ., m+ o] opstellen. De echte theoretische waardevan de massa zal in ongeveer
68% van de steekproefintervallen liggen. Dit uiteraardendiet Standaard Model de juiste
verbanden heeft voorspeld tussen zijn parameters.

7.2 Lineair verband

Hierboven hebben we de kleinste kwadraten methode opdestet een aantal metingen
van één en dezelfde grootheid, beschreven door stoekastiDit willen we nu veralgeme-
nen naar een aantal metingerdie de waardey; opleveren van grootheid welke nu wel
afhankelijk is van een andere groothéiddie niet noodzakelijk een stochastische verdeling
moet volgen. Denk aan het brandstofverbruik van een autdkuieen het aantal verbruikte
liters brandstof meten na een vooraf vastgelegde afstaetlaMlere woorden meten we de
grootheidY” voor n verschillende waarden vak, namelijk{z; | i € {1,2,...,n}}. Om de
methode te vereenvoudigen, stellen we dat alle waargdexact gekend zijn en bijgevolg
geen onzekerheid hebben. We kunnen dit ook benaderen dodte a®men dat de bepal-
ing van grootheidX een veel kleinere onzekerheid heeft, vergeleken met dekertzeid op
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de meting van grootheil’, of 02 < a . Voor elkex; meten we een waarde van voor
grootheidY” met een onzekerhetdj Om alweer de methode te vereenvoudigen moeten we
aannemen dam niet afhankelijk is vany;.

Beschouw volgend lineair model voor het verband f(x)

y(x) = 01hi () + Ozho(z) + ... + Ophy () (7.8)

waar wek parametersd; | j € {1,2,...,n}} introduceren die onbekende coéfficienten
zijn in de functie. We willen nu een kleinste kwadraten meihd opstellen die met de
n empirische gegevens:;, y;, 0, } de beste waarden voor de coéfficienterbepaalt. De
theoretische waarde van de parameters of coéfficientenesgelijking 7.8 zijn constanten
en uiteraard ongekend. We noteren ze gt Indien we geen verschuivingen willen in de
resultaten voor de geschatte parametersf b;(n) = 6, — E[f;] = 0, moeten we dé
functiesh,;(x) exact kennen. Deze functiés(z) moeten een eenduidige waarde weergeven
indien men ze berekent voor een willekeurige waarde vantgetsd.X. Indien men alle
parameters); wil schatten met schattefs moeten ook alle functies;(z) onafhankelijk
zijn. Dit impliceert dat geen enkele (z) kan uitgedrukt worden als een lineaire combinatie
van de anderé — 1 functies. Is dit wel zo, dan kan men deze termen samenneman en
ook de parametef; afhankelijk van de andere — 1 parameters en zal hij bijgevolg niet
onafhankelijk geschat kunnen worden. Er zijn geen andeoewamrden voor de functies
h;(x). Het begrip van een ’lineair’ model voor de kleinste kwadraimethode slaat op de
parameter$; en niet op de functies; (). Indien de vergelijking 7.8 niet lineair is voor alle
¢;, dan kan men die lineariseren door slechts de eerste terraertermemen van een Taylor
ontwikkeling vany(z).

Het schatten van de parametérsvan het theoretisch of analytisch verband= f(z)
tussen groothedeX enY’, gaat ervan uit dat de stochastische afwijkingenan de em-
pirische gegevens ten opzichte van de theoretische cuwgtém zijn aan de onzekerheid
op de meting van grootheid. Deze afwijkinger:; moeten niet noodzakelijk een normale
verdeling volgen. We kunnen dit noteren voor elke metiag{1, 2, ...,n} als

i = y(x;) + € = Z@h x;) + € (7.9)

7=1

waar de ongekende verschuiviggp y; de volgende eigenschappen heeft

Ele;] =0 en Var[e;] = Ui

(7.10)

en Waaro—gi gekend is met behulp van een schatting in een vorig expetirdlear de eenvoud
veronderstellen we dat alle metinggnonafhankelijk zijn, anders moeten we overgaan op
matrixnotatie om de correlaties in rekening te brengen. Bardenz; mogen willekeurig
gekozen worden, en mogen zelfs dezelfde waarden aannemerzul®n echter zien dat
uit de n metingen er minstens verschillende waardem; nodig zijn om de waarde vah

parameter$; te schatten.

In de literatuur wordt deze kleinste kwadraten methode orarpaters van een functie te schatten of te
fitten’ ook wel ten onrechte een regressie-analyse geno&eide concepten hebben echter een verschillende
betekenis.
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Voor deze probleemstelling kunnen @& of 2 definiéren als

2 2\ i
Q- =x _Z (7.11)

2
i=1 %y,

of

n 2 n k 2

X => (w) =Y LQ (yi — Zﬁjhj(xi)> : (7.12)
i—1 Oy, i=1 Oy, j=1

Deze x? volgt eeny?-verdeling enkel indien de verschuivingeneen normale verdeling

volgt. Vandaar dat men soms de notafie gebruikt in plaats van?. Sinds de waarde,

van de exacte theoretische parametersiet gekend is, kunnen we ook de exacte waarde

vanx? niet bepalen. De kleinste kwadraten methode schat de waardge parameters met

een schattef;. De waarde var, die x> minimaliseert, stelt men als de beste schatter en

wordt gevonden door de afgeleide vghnaar de parameteés gelijk te stellen aan nul

a?g( - Qi LQ (?Ji - i@%(m)) (=hu(2:)) =0 . (7.13)
l — O, =

Dit levert een stelsel vah lineaire vergelijkingen met onbekende paramete@}. In de
Algebra cursussen zullen jullie leren dergelijke stelsgige lossen om de waarden van de
parameterg; te bekomen. De onzekerheid op deze parameters bepalen waldeer de
AX2(§) curve op te stellen. We kunnen alle parametgrsarieéren en de-dimensionale
ruimte afgaan om de puntérte vinden waar

—
=

AXP(0) = AP(0) +1 . (7.14)

De (k-1)-dimensionale deelruimte van de parameterruﬁmtaar deze vergelijking geldt,
definieren we als de 68%-contour. De interpretatie is alwdentiek. Indien wen steek-
proeven uitvoeren, zal voor 68% van de steekproeven hehg#santerval de exacte theo-
retische waardé, bevatten.

Alle bovenstaande utdrukkingen en begrippen zijn eengpigdieralgemenen naar meerdere
dimensies voor de stochastiak zodaty = f(¥).

In het geval dat we héél veeh (— oc) empirische gegevens hebben, kunnen we de
coéfficientend; bepalen met een héél kleine onzekerheid. Met deze intograau men
denken dat we heel precies kunnen voorspellen welke wagrdewe zullen uitkomen
indien z,,,; gekend is. Dit is helaas niet zo, daar we het nog steeds hebl@neen
stochastisch proces van de meting van groothéidEr is een belangrijk verschil tussen
een analytisch verband en een stochastisch verband, ziarHg.

In de bovenstaande afleiding van de kleinste kwadraten rdethebben we veel veron-
derstellingen gemaakt. Er bestaan echter verschillertdenatieve methoden die elk van
deze, soms minder practische voorwaarden, niet nodig hebblet bespreken van deze
lange lijst behoort niet tot de doelstellingen van dezeusirs

Figuur 7.3 illustreert een kleinste kwadraten fit voor tweezameling vam gegevens.
Beiden volgen een theoretische curve
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analytisch verband stochastisch verband

X X

Figuur 7.2: Deze twee grafieken illustreren het verschil tussen eenytisii en een
stochastisch verband.

y(z) = 0) + O + G327 (7.15)

met drie parameter8, = 1, b, = 0.5 enf; = 0.02. Deze theoretische curve wordt
weergegeven in de grafiek met de exacte theoretische panamnklet verschil tussen beide
verzamelingen is de onzekerheid op de meting van de grabtheiamelijko,,. In de rechtse
grafiek is de onzekerheid, drie keer kleiner dan in de linkse grafiek. Bijgevolg zal de on
zekerheid op de geschatte parameterkleiner zijn indien we de verzameling empirische
gegevens van de rechtse grafiek gebruiken.

300
> E kleinste kwadraten fit
250 F

200
150 F
100 F
50 F

E kleinste kwadraten fit

Figuur 7.3:lllustratie van een kleinste kwadraten fit voor twee verégihie verzamelingen
gegevens die elk dezelfde theoretische verdeling volgeay maaw, verschillend is.

Een eerste toepassing van de kleinste kwadraten methodeeweeis gebruikt door Legendre
en Gauss bij het bestuderen van de beweging van hemellichan@aar dan onder een an-
dere vorm. Stel dat we de massa van een hemellichaam sphtéee| kleine deeltjes die
onderling gelijk zijn en klein genoeg zijn om als punten ltesovd te worden. De som van
de kwadraten van de afstanden tussen de puntdeeltjes eaerftietra van de zwaartekracht,
het zwaartepunt, is mimimaal. De som van de kwadraten vaeldgave afstanden tussen
de puntdeeltjes en een willekeurig punt in de ruimte, veligcid van het zwaartepunt, zal
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steeds groter zijn. Het zwaartepunt minimaliseert de samdeakwadraten en men bereikt
bijgevolg de kleinste kwadraten.

7.3 Niet-lineair verband

Indien we een niet-lineair verband hebben tussen de sttistizs groothedeX enY’, kun-
nen we de vergelijkingeﬁ% niet analytisch oplossen. We moeten met de computer iter-
J

atief de waarden vodt zoeken die de waarde vaf(6) minimaliseert. Bij het uitvoeren van
dergelijke minimalisatie kan je op verschillende moehigien stuiten. DAXQ(é) curve kan
namelijk verschillende lokale minima hebben en bijgevag kle 68%-contour bestaan uit
verschillende afgescheiden deelruimten. Indien we demahsatie in de verkeerde deel-
ruimte starten, hebben de computerprogramma’s meestalepnen om het globale mini-
mum te vinden. Ze convergeren naar het lokale minimum in 8#ghead van de startwaarde
vand, en bereiken nooit het globale minimum van Mg?(d) curve. Meestal kunnen het
verbandy(z) in de kleinste kwadraten methode lineariseren om toch examwlytische re-
sultaten te bekomen.

©
(9]
T

95 [

9 [ 9 [

m,,(2) (GeVic?)
m,,(2) (GeVic?)

70 75 80 85 90 95 70 75 80 85 90 95

m,,(1) (GeV/c?) m,,(1) (GeV/c?)

Figuur 7.4: Twee voorbeelden van een 68%-contour voor een schattintywesparameters,
namelijkmi;; enm?,.

In Figuur 7.4 vinden we twee voorbeelden van een 68%-coriiepaald uit een klein-
ste kwadraten ‘fit’ voor twee parameters];,, enm?,. De LEP versneller in CERN nabij
Géneve heeft tussen de jaren 1990 en 2000 elektraneneq positronendt) versneld.
De DELPHI deeltjesdetector heeft botsingen van deze twekjele waargenomen. In deze
botsingen kwamen gebeurtenissen voor waar twee W bosorrelenvgeproduceerd die zelf
vervallen in vele secundaire deeltjes. Indien men zo’n gebais bestudeert, meten we héél
veel verschillende groothedéﬁ die men in verband kan brengen met de massa’s van beide
W bosonen (ongeveer 80 GeV)c Deze massa’'syiy;, enms,, beschouwen we als para-
meters in een lineaire vergelijking analoog aan 7.8 en kanve schatten met de kleinste
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kwadraten methode. De resultaten kunnen we grafisch wesrgds 68%-contouren. De
figuur illustreert dergelijke contouren voor twee van degbayirtenissen. We bemerken dat
een 68%-contour bijzondere vormen kan aannemen en dat dexeteee of meerdere af-
zonderlijke gebieden in de parameter ruimte kan omsluiBinhet oplossen van dergelijk
complex probleem stuit met op verschillende niet-lineaifecten. Deze hebben we hier
vereenvoudigd door het totale resultaat op te splitsenmnseperpositie van verschillende
lineaire problemen. De som van dergelijke twee-dimensdeparabolisché\y? (mi,,, m;,)
curven, is opnieuw een functie met verschillende lokaleimén

7.4 Toepassing : Bepalen van de beste rechte

Een belangrijke toepassing van de kleinste kwadraten rdetischet bepalen van het lineair
verband tussen twee grootheden of het fitten van de bestereBhschouw het volgende
lineair verband tussen stochastiekérenY” die beidem keer gemeten worden

y=apr+by . (7.16)

Met behulp van de: metingen{(y;, z;,0,,) | i € {1,2,...,n}} willen we schatters enb
opstellen voor de coéfficiénten van de lineaire vergelgk We werken in de veronderstelling
dan de onzekerheid op de groothéidverwaarloosbaar is, aof,, < o,,. Met de kleinste
kwadraten methode kunnen we de waarde van de twee schatkenmén door d€)? of y?

te minimaliseren. We bekomen

QP =x"= Zn: <E—> = Zn: [L(yi — Gx; — b)? (7.17)

2
i=1 \Ty; i=1 L%y
die we moeten minimaliseren via de afgeleiden

ax*@,b) _
= (7.18)
en
(@b _ (7.19)
b '

Dit is een stelsel van twee vergelijkingen met twee onbe&end\ls we de vergelijkingen
uitwerken, bekomen we

angvb) = aaa > 02 (yz —8)2 = =237, (yz _g) =0
2007 N -~ n

N = By | - an -0 = 2Tk - an-b) = 0

(7.20)
waaruit volgt
ayis 5+bZ g

7ui 7.21
AN DL = S 4 (72

=1 g2
9y
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We kunnen eenvoudig de uitdrukkingen vaoen b terugvinden door één vergelijking op
te lossen naalr, de bekomen uitdrukking substitueren in de andere vekiggjj die we dan
eenduidig kunnen oplossen naarMet behulp van de gevonden uitdrukking vaovinden
we dan via de eerste vergelijking ook de uitdrukking viaoin de cursussen Algebra zullen
jullie een methode zien via de determinant van de coéffieie van de vergelijking. Beide
methoden geven uiteraard hetzelfde resultaat. Hieronddem jullie de uitwerking voor de
methode via de determinant. De determinant van het stedsal® twee vergelijkingen 7.21
is gelijk aan

2
n no x n 2 n n 2
i=1 52 i=1 52 X 1 Z;
A — ¢ in v in — _* E —_— — E —Z . (722)
n T; n 1 Z 2 0.2 0-2
i=1 o2 i=1 o2 i=1 "Y; i=1 "y; i=1 " Y;
Yi Yi

waarmee we de waardeenb kunnen berekenen voor schattérsnb

n TiYi n T
oo L] Zisto e Ly (L) (s (v
A oY no LA o2 o2 o2 o2
=1 o2 =152 i=1 “yi i=1 "y i=1 "y i=1 "y
(7.23)
en
1 n z? no Ty 1 n 2 n n n
b= — | ==, e = () (L) () (o
- A n n Yi - A o2 o2 o2 o2
i=1 52 i=1 52 ] i=1 %/ \i=1 % i=1 Y%y / \i=1 %ui

7

- (7.24)
Met behulp van uitdrukking 6.35 kunnen we de onzekerhedetegehatterg enb bepalen.
We starten met de uitdrukkingen

|2
2 n Jda 2
gx = h a g,
a j=1 (8y i ) Yj
21 2 (7.25)
0'/2\ g n —a 0’2
b J=1 \ dy; Y5

waarin we

da _ L(ﬂ n 1) _ 1 (sn
dy; A \adZ i=1 g2 a2, i=1 g2
: il ; (7.26)

g _ 1 (. 1 nooxp\ _ xy no oy
Oy; A 0'.12/]- i=1 Ugi 0'.12/]' =1 U%i

(7.27)

2 1 n Z;
% T Ak
1

als varianties op de coéfficienten van de lineaire veigeli. Voor sommige experimen-
ten kan het gebeuren dat de onzekerhegigmekend zijn voor alle: metingen. Het kan
gebeuren dat deze niet gekend zijn en men ze bijgevolg mbattea uit den empirische
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gegevens. Hiervoor moeten we wel veronderstellen dat \teon anetingen, de onzekerheid
gelijk is. Dit kunnen we doen aan de hand van de volgendetechat

=L S az by (7.28)

n—2i:1

—2

Oy

waar de factor(n — 2) weergeeft dat we de gegevens gebruiken om twee parameters te

o~

schatten, namelijk enb.
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Figuur 7.5:Bepaling van de beste rechte, enkele voorbeelden.

In Figuur 7.5 vinden we vier voorbeelden waar een beste edutpaald is uit een verza-
meling van 10 gegevenSx;,v;,0,,) | @ € {1,2,...,10}}. Steeds worden de waarden van
de schatters en b weergegeven die de som van de kwadraten minimaliseremkati®
waarde varf)? of x? bij dit minimum. Voor de eenvoud hebben we de waardgrvoor alle
i € {1,2,...,10} gelijkgesteld. In de bovenste twee grafiekemjs = 0.7 in de onderste
twee iso,, = 1.0 (links) enc,, = 0.4 (rechts). We zien duidelijk dat de waarde vaj)
geen invloed heeft op de beste waarden&anb. De minimale waarde va@? of y2 daar-
entegen zal wel veranderen. Indiep kleiner wordt, terwijly; gelijk blijft, zal de x? /ndf
groter worden. We hebben hier gé gedeeld door het aantal vrijheidsgraden van de fit (ndf
of "number of degrees of freedgrdaar x? /ndf ~ 1 indien de fit goed is. Hier hebben we
10 metingen waaruit we twee parameters schatten, bijgeestgn er ons0 — 2 = 8 vri-
jheidsgraden. Indien de theoretische afhankelijkheidegngrootheidX enY exact lineair
is en de onzekerheder), goed zijn ingeschat, zal de waarde vignndf naar 1 convergeren
indienn groot wordt. Indien de afhankelijkheid exact lineair is,ande onzekerheden,
te groot of te klein zijn ingeschat, zal de verhoudigg'ndf afwijken van 1. Ze zal een
waarde aannemen die respectievelijk kleiner of groter msldaDit wordt duidelijk door het
bestuderen van de vergelijking van de kleinste kwadratehode en bij het vergelijken van
de verschillende grafieken in Figuur 7.5.
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. /
0 gklein 0 5 groot

X X

Figuur 7.6:lllustratie voor de onzekerheid op de geschatte parameters

Daar we in een experiment meestal de waardermydminnen kiezen, moeten we de in-
vlioed bekijken van de verschillende mogelijkheden. De heteetwee grafieken in Figuur 7.5
geven dezelfde waarden vgneno,, weer, maar voor verschillende waarden wan We
zien dat de onzekerheid op de schatteenb kleiner is, indien de meetpunten verder uit
elkaar liggen. Als men een experiment slechts een vastldagiakan herhalen, moeten we
bijgevolg de ruimte var; zo groot mogelijk houden. Dit fenomeen wordt duidelijk door
Figuur 7.6 te bekijken. Indien de twee puntenen z, dichter tegen elkaar liggen, zal de
mogelijk parameterruimte voor schatteveel groter wordenR, daar de openingshoek tussen
de twee stippellijnen groter wordt. Er kunnen namelijk veeler rechten met verschillende
richtingscoéfficienten doorheen de metingen lopen. Wil hoeka kleiner, dan is de pa-
rameterruimte voor schattérkleiner en kan men bijgevolg een betere schatting maken van
de waarde van,.

2De schattefi geeft de richtingscoéfficient van de beste rechte.
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Hoofdstuk 8

Betrouwbaarheidsintervallen

“As far as the laws of mathematics refer to reality,
they are not certain; and as far as they are certain,
they do not refer to reality.”

Albert Einstein (1879-1955)

Indien de waarschijnlijkheidsdichtheidsverdeling vam ee
schatte) een normale of Gaussiaanse curve volgt, kunnen we
een experimenteel resultaat noteren als de steekproefevaar ff
van de schatter en een schatting van de standaardafwijkin@
(zie uitdrukking 6.29). Indien de verdeling van de schatter Y4
afwijkt van de normale of Gaussiaanse verdeling of indien
er fysische grenzen zijn voor de waarde van de te schatten
parameter, worden de resultaten van een experiment meestal ,
voorgesteld als betrouwbaarheidsintervallen. Tot op &agd £
is er geen perfecte methode om die betrouwbaarheidsihterygiss
len op te stellen. Hieronder beschrijven we slechts één 0
thode, namelijk die ontworpen door Jerzy Neyman (1894-198
in 1937 (zie Figuur 8.1 voor een portret). Met behulp van
de methode van Neyman bepalen we een interval dat metkgaur 8.1:Jerzy Neyman.
zekere waarschijnlijkheid de theoretische waarde van aem p
meter bevat.

8.1 Algemene definitie en interpretatie

Beschouw een stochastiék die een theoretische verdelirfg (= | 6) volgt, waarz het re-
sultaat van een meting is éreen parameter van de verdeling met onbekende wégrdee
kunnen veronderstellen dat een schatter is van parameferJitgaande van de kennis van
fx(z | 8) kunnen we voor een willekeurige waarschijnlijkheieén een willekeurige waarde
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BETROUWBAARHEIDSINTERVALLEN

van de parameté, een intervalxy, x5 vinden die(1 — a))% van de totale waarschijnlijkheid
bevat. Dit kunnen we schrijven als

P(:z:l<x<x2|9):1—a:/x2fx(x|9)da: (8.1)

met als algemene regel

o 1 —+oco
P(:c<:c1|9):P(:c>:c2\9)252/_00fx(:(;\9)d:c:/x fx(z|0)dz . (8.2)

Deze laatste regel of voorwaarde
zorgt ervoor dat er evenveel kans is
om een meting te bekomen die links
of rechts van het intervdle, 5] ligt.
Figuur 8.2 illustreert het principe van
de methode. Daar men de waardgn ®
enxz, voor alle mogelijke waarden vang | e
6 ena kan bepalen, kunnen we sprekerf | ©® 6@« —— |
van de functiesr; (0, o) en z,(6,a). & —
In de figuur zien we de horizontale in- -
tervallen [z (0, ), zo(0, )] voor ver- :
schillende waarden vad. De unie
van alle intervallen voor alle moge-
lijke waarden vart noemen we de be-
trouwbaelxlrheldsgordél)(a) en is enkel Figuur 8.2: lllustratie bij het begrip betrouwbaar-
afhankelijk van de gekozen WaardeHei dsgordel
van a. Met behulp van deze betrouw- '
baarheidsgordel wordt de parameter-
ruimte voord gecorreleerd met de steekproefruimte waarin Mveneten. Indien we een
experiment uitvoeren met resultagtkunnen we in de grafiek een verticale lijn trekken bij
x = xo. Het betrouwbaarheidsinterval voéiis de verzameling van alle waardérwaar-
voor het hiermee overeenstemmende segmeid, «), z2(0, «)| deze verticale lijn kruist.

De waarden voor de parametemwaar de verticale lijn de betrouwbaarheidsgordel verlaat
noteren we mef; (g, @) enfs(xq, ). De grootte van het betrouwbaarheidsinterval wor
zal bijgevolg afhankelijk zijn vamv. We spreken dan ook over een betrouwbaarheidsinter-
val met een betrouwbaarheidsnivéagelijk aan(1 — «)%. Hoe kleinera, hoe groter het
betrouwbaarheidsinterval vo@r

Stel nu dat de echte waarde van de paramegelijk is aand,. In de figuur kunnen
we zien datf, in het betrouwbaarheidsinterv@ (x, o), 62(x, «)] ligt als en slechts als
in het interval[z (0, ), z2(0y, )] ligt. Beide gebeurtenissen hebben bijgevolg dezelfde
waarschijnlijkheid en omdat dit geldig is voor alle waardgnbekomen we

D@

- 1,(6), B,)

50)  %®)

mogelijke experimentele resultaten x

l—a=P(x1(0,a) <z <x2(0,0)) = P (ba(z, ) < 0 < 01(x,x)) (8.3)

In het Engels worden die termen: confidence belt, confidemegval en confidence level soms afgekort
met CL.
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waar we overgaan van stochasti&knaar stochastiekefy (X) enf,(X). Indien we ver-
schillende steekproeven nemen, zal het betrouwbaarh&dgl [6;, 6,] veranderen en in
(1 — «)% van de gevallen zal de theoretische constante waarde edainnen liggen. Hier-
mee hebben we het experimenteel resultaat geschrevemalsmsusie over de theoretische
waarde van de parameter zelf en met een duidelijke intexfpge De betrouwbaarheidsgordel
D(«) is een nuttige constructie om over te gaan van de paraméteiernaar de meetruimte,
of omgekeerd. Let erop dat we geen voorwaarden hebben opohevam de waarschijnlijk-
heidsdichtheidsverdelinfix (x | ¢). Wel moeten we ervan uitgaan dat deze functie gekend
is.

In plaats van centrale intervallen te construeren door pleggen van voorwaarde 8.2, is
het soms nuttig om enkel het bovenste of onderste betroutvbidainterval te bepalen. We
moeten de uitdrukking 8.2 vervangen door

a= /+OO fx(x|O)dx en x;=-—00 (8.4)

voor (1 — a)% bovenlimieten te bepalen van het interval, en
a= / 1 fx(x|0)dx en x5 =400 (8.5)

voor (1 — a)% onderlimieten te bepalen van het interval.

De definitie en interpretatie van de betrouwbaarheidsiatem die we hier beschrijven,
kunnen we eenvoudig uitbreiden naar meerdere dimensies.

8.2 Normaal verdeelde data

Voor de meeste metingen van theoretische para- f(x; 1,0)
meters die men uitvoert, kan men een schatter
opstellen die een normale of Gaussische verde-
ling volgt. Denk maar aan de centrale limietstel-
ling. Bijgevolg is het nuttig om de betrouwbaar-
heidsintervallen voor deze categorie van schat-
ters grondiger te bestuderen.

Stel dat we de theoretische verwachtings-a/2
waardeFE[u] = po van een normaal verdeelde | ‘ ‘ |
schatter ~ N(uo,0.) willen schatter?. Met -3~ -2 -1 0
behulp van vergelijking 8.1 bekomen we voor (x-w/o
een willekeurige waarde van

a/2

Figuur 8.3: Betrouwbaarheidsintervallen
met een normaal verdeelde schatter (90%

1 +6 _1(z=x)’ CL).
l—a= /“ ) g (8.6) )
O’uv27T u—3e

2De parametef uit vorige sectie wordt nu de verwachtingswaaggeerwijl de meting of schatteX uit
vorige sectie nu het rekenkundig gemiddeideordt.
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waar we veronderstellen dat de parameiggekend is. Dit is de waarschijnlijkheid dat de
gemeten waarde van binnen het intervaly — 0, u + 4] ligt. Voor een gegeven waarde
vana kunnen we voor elke waarde van de waarde van bepalen en hiermee de centrale
betrouwbaarheidsgordel opstellen. Dit gaat uiteraardl sresler met de nodige computer-
programma’s. De normale verdeling is symmetrisch vo@n i Anders gezegd indien
we beide groothedemn en . omwisselen in de uitdrukking 8.6 zal de uitkoni$t— «) niet
veranderen. Bijgevolg mogen we ook zeggen dat de bekomemlevaan(1 — «) de waar-
schijnlijkheid weergeeft dat het intervial — 6,7 + 0] de waardeg: bevat. Het toepassen van
de methode van Neyman voor een normaal verdeelde schaties eenvoudig, daar men de
betrouwbaarheidsgordel niet moet construeren. De onzeikkop de meting kunnen we
direct gebruiken als onzekerheid op de theoretische paeame

Plu—90<T<pu+d)=PT—-0<pu<zT+9) . (8.7)
Figuur 8.3 geeft het betrouwbaarheidsin-
terval indiené = 1.640,, wat gelijk staat normaal verdeelde schatter

aan(l — o) = 90%. Indien wed = o,
kiezen, bekomen we een betrouwbaarheidsth-
terval voor de parameter met 1o standaard-
afwijkingen, en(1 — «) = 68.27%. Eenillu- \@\

stratie van een betrouwbaarheidsgordel voor ‘ &F
een normaal verdeelde schatter vindenwe in -------- 6.0 .&QO
Figuur 8.4. Hier is de te schatten parameter {Q@\
0 = p gelijk aan de metin@, en bijgevolg ;0@
volgt de betrouwbaarheidsgordel de bisec- \@\‘?

)

as (). Dit komt eigenlijk door de symmetrie
van de normale verdeling 8.6 tusseren .
Dit voorbeeld is bijgevolg een zeer specifiek X
geval, maar wel het meest voorkomende ge
in de praktijk.

Door deze symmetrie kunnen we voor e
normale verdeling enkele betrouwbaarheids-
intervallen eenvoudig berekenen. In Tabel 8.8 vinden we gea aantal waarden vande
bijhorende waarde voay, dit via vergelijking 8.6.

trice tussen de parameter-a3 én de meting- ﬂ S

val
Feilguur 8.4:Betrouwbaarheidsgordel met een
éhormaal verdeelde schatter.

a(in%) 4 (inaantal o ) a (in%) 4 (inaantal o )
31.73 — 1 20 — 1.28
4.55 — 2 10 — 1.64
027  — 3 50— 1.96 (8.8)
0.0063 — 4 1 — 2.58
0.000057 — ) 0.1 — 3.29
0.00000020 — 6 0.01 — 3.89

Deze lijst van getallen zal zeer nuttig blijken bij het ofiste van betrouwbaarheidsin-
tervallen en kunnen jullie uiteraard zelf uitbreiden.
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In de literatuur bestaan er verschillende alternatievenotdn om met behulp van de
Neyman methode, betrouwbaarheidsintervallen te bepalemokilijke gevallen. Bijvoor-
beeld voor schatters die geen normale verdeling volgentudiigeval dat we aan de grenzen
van de parameterruimte zitten (cfr. het gewicht dat nieatiegkan zijn).
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Slotwoord

Deze inleidende cursus over waarschijnlijkheid en staksnhaakt het mogelijk om de ex-
perimentele gegevens tijdens de labo’s van de cursus 'Mateaxperimenteren’ correct te
benaderen en nadien te interpreteren.

Bij het opstellen van deze syllabus heb ik mijn inspiratieayelen in vele andere nota’s
en boeken, o.a. de cursusnota’s van Prof.De Groen (Vrijeddsiteit Brussel), Prof.de Wolf
(Universiteit Antwerpen), Prof.Metzger (Universiteitjiiegen), Prof.Schoukens (Vrije Uni-
versiteit Brussel), enzovoort. In de bibliografie vindeliguook enkele referentiewerken.

Het begrip van een likelihood die eventjes werd aangehadhei eerste hoofdstuk van
deze cursus, is een krachtig centraal begrip in de weteps@rade statistische analyse van
experimentele gegevens. In de volgende studiejaren ioditept dan ook een essentieel
element in de cursussen statistiek. De regel van Bayes igedrargelijke likelihoodfunc-
ties om informatie over de experimentele gegevens te wamsfren in informatie over de
theorie. Met het begrip van een likelihood kunnen we ook batept 'informatie’ inleiden,
wat aanleiding zal geven tot de definitie van optimale infatien Er bestaan verschillende
technieken om zo optimaal mogelijk informatie te extragerteen empirische verzameling
gegevens.

Ook hebben we doorheen de cursus verwezen naar de mattigniidhet eerste Bache-
lor jaar zullen jullie leren rekenen met matrices en ook higereschappen opstellen. Bijge-
volg kan men in de hogere studiejaren bijvoorbeeld de Keiksadraten methode opschrij-
ven in deze matrixnotatie. Zoals jullie zullen zien, heéftvdel practische toepassingen.

In het tweede Bachelor jaar Fysica krijgen jullie de vereoigus 'Statistische verwerk-
ing van experimentele gegevens'.
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Oefeningen

1. De leeftijd van de studenten in een klas van 25 is de volgeend

19.0, 18.7, 19.3, 19.2, 18.9, 19.0, 20.2, 19.9, 18.6, 194 18.8, 19.3, 19.2, 18.7,
18.5,18.6, 19.7,19.9, 20.0, 19.5, 19.4, 19.6, 20.0, 18.9

Bereken met behulp van deze empirische gegevens het rekdigkgemiddelde en de
standaardafwijking. Doe dit ook indien je de leeftijd vandibeent erbij telt, namelijk
37.0. Is het effect van deze extra meting groter op het kematalde locatie of op het
kental van de spreiding? Bepaal ook de scheefheid en deskauntobeide gevallen.

2. Van 12 studenten worden de punten op het examen 'klagsieg&kanica’ en '’kwantum
mechanica’ vergeleken. We bekomen volgende vergelijking:

Klassiek | 22 48 76 10 22 4 68 44 10 76 14 56
Kwantum| 63 39 61 30 51 44 74 78 55 58 41 69

Stel deze empirische gegevens voor in een twee-dimensisnatterplot. Met behulp
van deze grafiek kan je al een eerste ruwe schatting makenevaarcelatie tussen
beide resultaten, doe dit. Bereken dan exact het rekenfgeniddelde, de covari-
antie en de correlatie coéfficient.

3. Maak met behulp van Mathematica een histogram van 10@®rarmgetallen die een
uniforme verdeling hebben tussen 0 en 1. Ga na dat deze wey@dlectief uniform
is. Maak nu een twee-dimensionaal histogram met behulp paarvolgende random
getallen voor de coordinaten en y. Is dit twee-dimensionaal histogram opnieuw
uniform? Bepaal de correlatie coéfficient tussesny.

4. Toon aan dat men de scheefheid ook kan schrijven als:

7 (X) = 1 (EIX?) - 3E[X|E[X?) + 2B[X)?) (8.9)

=3
Soms is het handiger om dit kental op deze manier te bepalen.

5. Beschouw een bundel van mesonen, die bestaat uit 90%peonE0% kaonen (beide
zijn deeltjes die behoren tot de groep van mesonen). Dez#ebwordt gedetecteerd
door een toestel dat pionen kan registreren maar geen kaOpeseze manier kunnen
we de deeltjes in de bundel karakteriseren. In de praktijkdit uiteraard niet perfect.
Zo heeft de detector een efficientie van 95% om pionen tectbgtn, en ook een
waarschijnlijkheid van 6% om toevallig het signaal van eanrkte registreren. Als
we nu een signaal registreren in onze detector, wat is desalaiarlijkheid dat het een
pion was? Als we geen signaal registreren, wat is de wadm§ijittieid dat het een
kaon was?
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6.

10.

11.

De Mongoolse moerasgriep is een zeldzame ziekte dienasteehts in 1 uit 10000
patiénten verwachtten. De symptomen die steeds voorkamenitslag op de huid

en een slaperig gevoel, soms (in 60% van de gevallen) heldznphtienten ook een
extreme dorst, en soms (in 20% van de gevallen) beginnentreeex geweldadig

te niezen. Uiteraard kunnen deze symptomen ook voorkongetsonen die deze
ziekte niet hebben. Zo heeft 3% van de patiénten huidgitsl@% is slaperig, 2%
heeft extreme dorst en 5% heeft klachten over niezen. Deaesalgijnlijkheden kan

men als onafhankelijk beschouwen.

Toon aan dat indien je naar een arst gaat met al deze symptdatete waarschijn-
lijkheid dat je de Mongoolse moerasgriep hebt 80% is. Waeredvaarschijnlijkheid
indien je al deze symptomen hebt, behalve het extreem ritezen

Stel dat een anti-raket systeem een efficientie van 98&éft om inkomende raketten
te stoppen. Wat is de waarschijnlijkheid dat dit systeeenah 100 inkomende raket-
ten stopt? Hoeveel raketten moet de aanvaller lanceren arkaees groter dan 0.5

te hebben dat ten minste één raket niet gestopt word da@miieraket systeem? De
aanvaller is agressief (wanneer niet), en wil bijgevolg dedt een kans groter dan 0.5,
ten minste twee raketten inslaan. Hoeveel raketten heediadealler hier minstens

voor nodig?

Welke empirische meting van stochastische grootieigteft de kleinste onzekerheid,
een verzameling van 10 metingen met een onzekerheid otitesehn 1 mm of slechts
eén meting met een onzekerheid of resolutie van 0.2 mm ?

. Een experiment waarvan de uitkomst een binomiaalvergleblgt, geeftV, geslaagde

uitkomsten enV; niet geslaagde uitkomsten. Toon aan dat

N

s 1
NN (8.10)

D=

een consistente, alsook een zuivere schatter is voor dadadie waarschijnlijkheid
p van de binomiaal verdeling.

Een student is aan het liften langs een niet te drukkatsggamiddeld passeert slechts
1 auto per minuut. De waarschijnlijkheid dat een autobesdende lifter meeneemt is
1%. Wat is de waarschijnlijkheid dat de student nog steed$fhiatwachten is

e nadat 60 auto’s gepasseerd zijn?
e na 1l uur wachten?

Beschouw een stochastiek die een normale verdeling volg

e Wat is de waarschijnlijkheid dat een waarde van de stoalasteer dan 1.28
afwijkt van de verwachtingswaarde?

e Wat is de waarschijnlijkheid dat een waarde van de stodiasteer dan 2.43
hoger ligt dan de verwachtingswaarde?
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e Wat is de waarschijnlijkheid dat een waarde van de stoatastinder dan 1.09
onder de verwachtingswaarde ligt?

e Wat is de waarschijnlijkheid dat een waarde van de stoaaktiger dan 0.45
onder de verwachtingswaarde ligt?

e Wat is de waarschijnlijkheid dat een waarde van de stoctlastieer dan 056
maar minder dan 1dbafwijkt van de verwachtingswaarde?

e Wat is de waarschijnlijkheid dat een waarde van de stoaiastiven 1.2 onder
de verwachtingswaarde maar onders2bbven de verwachtingswaarde ligt?

e Binnen hoeveel standaardafwijkingen ligt 50% van alle niggewaarden van
stochastiekX ?

e Hoeveel standaardafwijkingen boven de verwachtingsveaardeten we gaan
om 99% van de waarden van stochastieleronder te hebben?

12. Gedurende een lawine van meteorieten, komen gemidé&eldneteorieten per uur
aan. Wat is de waarschijnlijkheid om 5 meteorieten te oleservin een tijjdspanne
van 30 minuten? Welke waarde bekom je indien je de Poissaleleg benadert met
een normale verdeling?

13. Vier waarden worden geobserveerd uit een normale veglelamelijk 3.9, 4.5, 5.5
en 6.1. De verwachtingswaarde van de normale verdelingkisngken gelijk aan 4.9.
De variantie is echter onbekend.

e Wat is de kans dat een volgende waarneming uit deze verdceimgvaarde heeft
groter dan 7.3?

e Wat is de kans dat het gemiddelde van vier volgende waarmggmitussen 3.8
en 6.0 ligt?

14. Toon aan dat voor onafhankelijke stochastiekendie een uniforme verdeling volgen
tussen 0 en 1, dat de waarschijnlijkheidsdichtheidsvergebor stochastieks met

_ Doy Ty — %

n

12

g (8.11)

een normale verdeling benadéft~ N (0, 1) indienn — oco. Toon dit ook aan via een
simulatie in Mathematica, waar je verschillende waardesr wckan gebruiken.

15. Beschouw 7 getallen die een normale verdeling volgen:

20.0, 19.7, 20.6, 18.5, 21.2, 20.8, 20.7 (8.12)

e Bereken het rekenkundig gemiddelde en de onzekerheid gpmiiddelde indien
de getallen een normale verdeling volgen met een standadjidag van 0.8.

e Schat de standaardafwijking indien je weet dat de verwaghbtvaarde van de
normale verdeling gelijk is aan 20.0. Wat is de onzekerhpideze schatting ?

112



e Schat de standaardafwijking zonder voorkennis over de agmtingswaarde.
Wat is nu de onzekerheid op deze schatting ?

e Bepaal de onzekerheid op het gemiddelde zonder voorkeneide standaard-
afwijking van de normale verdeling.

16. Stel dat we het rekenkundig gemiddelde vaen y bepaald hebben met varianties
o2 en 05. De covariantie tussen beide is gelijk aan nul. Bepaal nuadi&anties en
covarianties vam end indien

rP=2>+y*> en tan = ¢ (8.13)

T

Hier gaan we bijgevolg over van Cartesische coordinatan paolcodrdinaten.

17. We metenr = 10.0+0.5 eny = 2.0£0.5. Wat is nu de onzekerheid op de waarde van
x/y? Stel een simulatie op in Mathematica die de geldigheid e doortplanting
van onzekerheden test.

18. Een object beweegt langs een traject met een constaateomgekende snelheid. Het
passeert opo een puidt= 0 op het exacte tijdstip = 0. Op welbepaalde vaste
tijdstippen, bepaald door een stroboscoop, kan je een fteen van het object en
hiermee zijn positie bepalen met een onzekerheid van 2 mrbeklamt de volgende
resultaten:

Tijd t (seconden) 1.0 2.0 3.0 40 50 6.0
Afstandd(mm) | 11 19 33 40 49 61

Bepaal de snelheid, alsook de onzekerheid op deze snelheid via de methode van de
kleinste kwadraten. Maak ook een grafiek vanXd¢’(v) en vergelijk de onzekerheid
bekomen uit deze grafiek met diegene die je berekent hebt.

19. Een object beweegt langs een traject met een constaateomgekende snelheid. Het
passeert opo een pudt= 0 op het exacte tijdstip = 0. Op welbepaalde vaste
afstanden, bepaald door licht-sensoren langs het trdjatje de tijd meten waarop
het object deze vaste positie bereikt. Deze tijd kan je meteineen onzekerheid van
0.1 seconden. Je bekomt de volgende resultaten:

Tijdt (seconden) 1.1 2.2 29 41 50 58
Afstandd(mm) | 10 20 30 40 50 60

Bepaal de snelheid, alsook de onzekerheid op deze snelheid via de methode van de
kleinste kwadraten. Maak ook een grafiek vande*(v) en vergelijk de onzekerheid
bekomen uit deze grafiek met diegene die je berekent hebgehMérde grafiek met
diegene die je in vorige oefening bekomen hebt.
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Je wil de versnelling bepalen van een object te wijten aan de zwaartekracht. Het
object laat je los met behulp van een elektrische magnege dian en af kan zetten.
Via de uitdrukkingd = 1¢t? willen we de versnelling; bepalen uit vast bepaalde
afstandend en een tijdt¢ die je meet met een onzekerheid van 0.01 seconden. Je
bekomt volgende resultaten:

~J

Tijd t (seconden) 0.16 0.40 0.58 0.72 0.9
Afstandd (mm) | 0.20 1.00 2.00 3.00 5.0

o

Bepaal de zogenaamde valversnellinget bijhorende onzekerheid met behulp van
bovenstaande gegevens. Beschouw ook de situatie waanmdggteetveld een con-
stante maar ongekende tijd nodig heeft om uit te sterven srdaarna de bal los te
laten. Maak de grafiek vai\x?(g) en controleer je berekende onzekerheid.

Interpreteer het verschil tussen beide benaderingen.

Beschouw een radioactieve bron waarvan de straling tgemerd met een Geiger
teller. De gegevens van deze teller worden elk uur geregistrvoor een tijdsinterval
van 1 minuut. Tijdens die ene minuut krijg je een aantal tellde bekomt volgende
resultaten na 0, 1, ..., 8 uur:

Tijd t (uur) 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Aantal tellers| 997 520 265 127 70 35 16 7 |3

Gebruik deze gegevens om met behulp van de methode van dstkl&wvadraten de
halfwaarde tijd 1 L van de radioactieve bron te bepalen. Maak de graﬁgk(tl) en
controleer hiermee de onzekerheldtop

Stel we hebben verschillende metingen gedaan van eghrastesche grootheid, met
resultaab + 2,3 + 1, 5 + 1 en& + 2 bij vier verschillende waarden van stochastische
grootheid X', namelijk respectievelijkk = —0.6,—0.2,0.2,0.6. We veronderstellen
een parabolisch verband tussen beide grootheden, namelijk

y(z) = 0) + O + O3 (8.14)

Maak met behulp met de methode van de kleinste kwadratenabattiag voor de
waarden van de parametérs Bepaal ook de onzekerheid op de geschatte waarde van
de parameters. Bereken dan de waardeyvam zijn onzekerheid voor een waarde van

x = 1.
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